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1. 



Die naclistühenden Untersuchungen über dio Bewegung der Sonne durcli 
den Weltranm aind der Hetbode naeb aUgemein, der Tendeoi nach kritisch. 

Als aUgeineiii und sie zn bezeichnen, weil nidit die Abndit bestebt, au 
den schon vorliegendeo Bestimmungen des Aj^ex eine neue hinzuzufügen. 
Viehnehr sollen die Fundamente, auf denen eolcbe Rechnungen beruhen, einer 
Prüfung unterworfen werden. 

Inzofem solche Untersnchnngen an die bisherigen Leistung«! atthnfipfiBn 
mOeaen, um die Bedeutung der eehon gewonnenen Reaaliate zu erörtern, sind 
sie kritisch, ohne zugleich polemisch zu sein, well der individuelle Charakter 
der einzelnen Arbeiten mehr zurücktritt. — Wo aber neue Fragen auftreten 
wfrdfin, soll der Name kritisch tlie Einschränkung zum AuBilrtick bringen, 
daäs diese Untersuchungen nicht eme endgiltige Erledigung •austreben, aber 
die Ergebniase, wo es schon mög^i«^ ist, cbarskieiriBiMmi wollen. — Daher 
nnd auch Wege und Ziele der weiteren Forschung zu besprechen. 



Eine allgemeinere Bohandlung dürfto mit der Zeit zu einem Erfordemisa 
geworden sein. — Nachdem man vor 200 Jahren von Ortsveränderungen am 
Kxatembimmel überhaupt noch nichts wusste, stand am Ende des 18. Jahr- 
hunderts nur ein l^leines und undeheres Material von Eigenbewegnngen au 
Gebote. Damals zuerst Ijcstinunte der ältere Berschel den Sonnenapex, — 
Im 19. Jahrhundert podann lialten sich die Eigenbewegungen fortwährend ver^ 
mehrt und verschärft, und parallel dazu läuft eine Reihe von verdienstvollen 
Arbeiten, welche das Material für unsere Frage verwerthen. — Aber der 
Gegenaats ist unverkennbar, dass die Vertiefinig der Einsicht in die Bewegungs- 
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TerhAltnina des Fizaternsysteais, als Ganzes betrachtet, nicht glwehen Sdiiitt 

gehalten hat mit der Erweiterung des empirischen Wissens: wenigstens über 
die Richtung der Sonnenbewegung weiss man heute noch nicht viel mehr, 
als was Herachel zu wissen glaubte, uud über die Grösse der Translation be- 
stehen grosse WidavprOche. 

Der Grund mag sam Theil in der Natnr der Sache H^n. — Denn es 
scheint, dass sieb im Fizsternsystein Umatftnde für uns in ungänstiger Weise 
verknüpfen. Wenn eine Erscheinung w von mehreren Ursachen y ab* 
hangig ist: 

so Iftsat aidi der Zusammenhang im Allgemeinen empirisch «rmitteln. Wenn 
aber sufMligerweise — das Wort snbjeetiv genommen — « sidi uns die Er- 
scheinung gerade nur in solchon Fällen darbietet, das^i zwischen den a priori 
«rilUcürlicben Variablen eine Relation naheeu erfQUt ist, etwa 

so sind die Einflüsse schwer und im Grenzfall überhaupt nicht so trennen. 
Wiir nher etwa die Ursache y gai" nicht in Krwfitrnng g«»7,o^en, wahrend sie 
m Wirklichkeit die au^hlaggebende ist, so ündet der Irrthum, w als Wirkung 
von 2 an&ufflssen, in der Eiadisinuiig keinen weeen11idi«i Widerspruch. 
Schon die Uebereinstiinmnng des Vorseichens in der Wirkung kann im ersten 
Augenblick zu Tätisrlmngon führen, wie wenn verglsiohungsireise ein Bewohner 
unserer Südhaibkugel den Wechsel der Jahreszeiten to den versclnedenen Ent- 
f« rnnngen X der Sonne zuschreiben würde, nachdem sie in demselben Sinn 
wirken, wie die* Declinationen y der Sonne. 

Dasu kommt die FQUe der Ofagecte und die Kflrae der Zeit. Denn die 
Eigenbeveg^ngen sagen uns heute nur so viel, wie wenn man die Planetm 
erst seit etwa einer Stunde beobachtet hätte. 

Zum Tlioil aber liegt die Urmiche in der Art der Behandlung, In welcher 
Beziehung, das eben ist die Frage, mit welcher wir uns zu t}eschaftigen haben. 

Vielleidit endlich wird die Zukunft rascher sn Aufschlüssen gelangen, 
wenn die beobachtende Arbeit den Fragen entsprechend organisirt wird. 

3. 

Von den gegenwärtigen Untersuchungen beschäftigen sicli ilif 'Irt'i eisten 
Abschnitte mit den Methoden, die drei letzten mit den Priucipien der 
A pexbestii 1 1 m uiig. 

1) Zunftchst werden die einseinen Methoden, jede für sich, betrachtet 
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3} Der «weite Atwchnitt: Hilfabetraohtungen, enthalt einige Tor- 
bweitttngen für den nächsten Abschnitt und erörtert dann dio Vorstellungen 
aas der Stalliirastronf)mif», mit denen unser Prnblom zusammenhängt, nämlich 
über Grösse, Kigenbewegung und Entfernung. Keine dieser Fragen kommt 
hier zur IbtMliddimg. Errt im letefem Absdiiütt werden sie wieder enf- 
genonunen« 

3) Sodann weirden die Besiehungen swiechen deo Terechiedenen 
Methoden anfgesucht. 

Im weiteren handelt 

4) der vierte Abschnitt von der relativen Bewegung, so weit sie mass- 
gebend ifit für die G rundlagen der Astronomie, als ,fundamenta 
astroQomiae' verstanden. 

5) Mit Besug hierauf vnd auf verfohlte Versttoihe und mtSgUche Wege «i 
einer Dynamik des Fixstemsystemfl werden sodann solche systematische 
Bewegangen besprochen, welche dnroh die Beobachtungen angedeutet 
erscheinen. 

C}) Der letzte Abschnitt endlich hatiilclt. im Opgetmat/- /um vorig-en, vom 
zufälligen Apex oder vom Apex im gowüiiulichen Sinn, nauieuüich aber 
Ton der Vertheüu^f der mfUIigen Bewegungen, weldie uns »i allgemeinan 
stellarastronomisdien Consequenwu löhren wird. 



Zunächst also sind die Eigcnschiirten der Methoden abzuleiten und die 
Schwierigkeiten aufzusuchen, welche dem scheinbar so einfachen Problem an- 
haften. Die möglichst grosse Uebereinstimmung der gefundenen Resultate ist 
wohl immer als das wflmwhemiwwthe angesehen worden. Aber gerade ihre 
VerschifldeDheit fordert die Unteimichnng auf, die einwirkenden Umst&nde 
festzustellen. Denn erst dMtn entsteht Raum für die Frage, ob nicfat in den 
Verschiedenheiten anderp, noch nicht pffkannte, Vori^änpo mitwirken. 

Wenn man es für gewöhnlich als hinreichend erachtet, in der Beurtheilung 
der Ergebnisse mit blossen Ansichten zu operieren, so ist umgekehrt darzu- 
thnn, dass die Apexbewegnng einer Theorie fthig ist Jedenfalls wird sich 
seigen, dass die ibrtgesetst neu gestellte und auf das gleiche Ziel gerichtete 
Frnp:e nicht, wie es nnspfpsprochen worden isr. /,ur Vcr.scdiiirfunp; tmserer 
Kenntnisse wr^enthch beitragen kann. Hierin eben ist der Gruu4 för unsere 
niangelhuiteu Fortsciirilte zu erblicken. 

An sich aber haben die genauen Coordinaten des Apex kein grosseres 
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Interesse, als irgend eine andere isolirte Zaiil; erst die Beziehongea zwischen 
T6T8chiedenen Thatsachen maclien den Inhült ciuci- KrkonntnisH aus. 

Eine solche Beziehung objectiver Art schfint aber, für jetzt wenigstens, 
noch nicht zu existieren. Im Gegentheil aber hat man die djDamischo Be- 
deutung der berechnet«! Sonnenbewegung für selbetTervt&ndltch angesehen, 
und die Ornndfrage, in welchem Coordinateneystem «e sn verstehen «ei, ist 
▼on astronomischer Seite noch nicht erörtnl wonlen. 

Damit IjLtrcton wir das Gebiet der Principien. In diesem Rahmen er- 
scheint liie Frat^i' di'r .\])ox-Bewegung als eine einzelne neben verschiedenen 
anderen. Zwar besteiit ein »ubjectiver Zusammenhang, weil die stellarastro- 
nomiaehen VonteUnngen auf die Auffassung der Apex-Bewegung einwirken 
und «eil umgdcehrt diese bei jeder Untersuchung der Bewegongen m berOcjt- 
aichtigen ist 

Aber e? winl auch ein selbstständiges Intercssü herausE^efordert, wenn eich 
andere Krschemungeu zeigen, welchen die Apex-Uyputhese nicht mehr Genüge 
leistet» namentlich aber, wenn in den Eigenbewegungen ein Verhalten 7.um 
Ansdrnek kommt, welches swar objectiv nicht mit den Bewegungen zgMmmoi- 
h&ngt> welches aber in der Erscheinung anfi&Iliger und fOr unsere ^Svfcenntmss 
wichtiger sein wird, als die Apex-Bewegnnij splbst 

So verschiebt i^ich also das Problem im Laufe der Untersochong : was 
antanghch unser Ziel ist, wird schliesslich unser ijeitladen. 

Gleichzeitig verftadem sich audi unsere Ansprüche. Wjlbrend anfimgs 
schon kidne UnierschMde in den Resultaten hervorgehoben werden, kommt 
es im weiterm Gebiet anf eine Torl&ufige Orientierung an. 



Entsprechend dem heutigen Zustand der theoretischen Stellarastroiiöinie 
bestellen die nächsten Aufgahpn darin, die Begriffe ?.m foriTUilieren und die 
charakteristischen Erscheinungen hervotzusuclien. Aul' dem weiteren Weg 
wird muu möglichst verschiedene Integrale einerseits numerisch andererseits 
theoretisch bilden und sie gegenseitig vergleichen. Kur einige wenige unter 
ihnen sind diejenigen, welche den Apex zum Ausdruck bringen. Das Ziel 
ist. den Initialzustaml auf Grund von Hypothesen, im Sinne einer Naturge- 
schichte, aber durch Formeln, zu beschreiben, wobei man diejenige Erklärung 
die ointaciiäte iiemien wird, welche der kleinsten Anzahl von Ujpothesen 
bedar£ 

Diesem Ziel gegenfiher wird eine Fülle positiver Arbeit übrig bleiben. 
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Dasa gehört xunächst der weitere Ansbeu in (heoretiacher Richtang. 

Manche Frage wird hier nur angedeutet werden; andere, welche besprochen 
piu 1, werden Bich mathematiscli weiter verfolgen lassen. Dei- Gnul dei- SicluT- 
heit gewonnoncr oder vermutlieter AnschBunngtm wird sich mit Hiife der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung präcisieren lassen, wa» auch von dem Verfahren 
gilt, wie die Constanteu werden beetimmt werden. Gewiss andi werden neue 
ErBchdnmigeii in berttcknchtige» «ein und die ErUttrsagm eieh vereinliichen 
lassen. Selbst die Begriffe werden sich in zweckmässigere Fonnen bringen und 
die Methoden der Behandlung «ich verbessern lassen. 

Besonders aber werden sich eine B«ihe ausgedehnter numerischer Arbeiten 
•DBChlieaeen mfinen. Die Zeblenangaben, weiche hier vorkommen, sollen ent- 
weder eis Beispiele die Betrachtungen illustrier«! oder sie soUen Einflüsse 
ftberschlagsweise abschritzen. Dass sie einen Werth an sich nicht beanspruchen, 
muss um po <?cliHi fei- betont werden, weil man nur zu oft gesehen hat. dass 
solche lii.'iHpiele geiiule tür <lie Hauptsache gehalten worden simi. Wenn mau 
also z. B. die Wideraprüche in der Translationsgrösse verächwinden sehen wird, 
so ist diese Thatsache hier wichtiger, als der genaue Betrag der Translation. 

P&r die weitere Verfolgung sind einselne Untenraohungen schon im Gange. 

6. 

Die Fragen selbst sind im Zusammen der Erscheinungen complicirt; 
dieses concreten Gewandes entkleidet aiiul sie einf;u'b und pollt'ii so einfach 
erschemen, dass ihre Behandlung fast seibstverstiuidlic h wird. Vüisv, icli hinzu, 
dass auch die Darstellung einfach und anschaulich aem soll, so habe ich 
die Aufgaben beseichnet, welche diese Abhandlungen anstedien und welche 
sie fibrig lassen wollen. 

Der Kritik, wenn sie abmisst, wie weit sie hinter den Zielen zurückge- 
blieben sind, gebe ich anhcim, die Schwierigkeiten zu erwägen, denen eine 
Orientierung auf einem so wenig bebauten Gebiet unterworfen ist* 

Andererseits ist ee nicht ftberflüssig, die Erwartung anairanpreehenj man 
möchte diese Abhandlangen nnr aof dem Boden bdsftmpfoa, auf dem rie sieh 
bewegen: auf dem des mathematischen vnd zahlenrolssigai Beweises. 



EiUiT£K ABSCIUriTT. 

DIE EINZELNEN METHODEN. 
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Kapitel L 

Die Methode von Argelander. 



1. 

Argelanden Methode ist diejemge, wekshe snent an einem sahlenmaMig 

umgrenzten Ergebnisa geführt hat, und durch welche die Zweifel endgiltig 
beseitigt wurden, welche die berufensten Astrnnomfin dein Besnltat Uenohel« 
und der Realität der Erscheinung selbst entgegenbrachten. 

Sie ist in der AblMudlung aaflainandergeBetst : .Ueber die eigene 6e- 
weg^ong des Sonnen^ystema heigeldtet wm den eigenen Bewegungen der Sterne" 
(Meinoires presentes k l'academie des sciences de St -Pt't( rsbonrg per divers 
snvaiit«, Petersburg 1837), auf welche im Folgondtm Bezug genommen wird. 
Ein Auszug befindet sich Astron. Nachr. Bd. 16, Nr. 363, S. 43. 

Zunächst (§ 2} denkt sich Argelander swei Sterne gegeben mit den 
Goordineten cc, 9 und et,, ^, sowie den Eügenbewegungen ^a, J9 nnd Joif Jtfi 
oder auch den Grössen und Positionswinkeln der Eigenbewegungen Js, ff ond 
■ iSi, i/'i , und er sudit denjenigen Punkt, in welchein Bicli die grössten 
Kreise der Kigenboweguugen zum ersten Mal schneiden. Bezeichnet man dio 
Coordinaten dos Apex mit A, D, so hat jener Durcbschnittspunkt, der Anti- 
apex, die Coordinnten A + 180^ — jD. Dann gibb für jeden Stern das Brei- 
eefc: Pol, Antiapez, Stern, wenn sonst keine Angabe vorliegt, eine einnge 
Gleiclinng; iwei Sterne geben also die swei Gleidinngen 

sin ^ OOS (.1 — a) » coe ^ tg i> — m(Ä — «) cotg ^ 
ein ^1 coe {Ä-'tt^) a oos «f, tg D — sin (.i — «i) oo% i 

wcidie dm Apex A^D ToUstftndig bestimmen, nnd die man, wie Axgdander 
es thn^ snr nnmarieohen Beehnimg geeignet maohen kann. 
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Sind mehr als 2, also etwa n Sterne, gegeben, so entstehen | {« — 1) » 
solcher Durchschnittspunkte, und es ist anstatt dorselben der plausibelste Apex 
zu bestimmen. Diese Rechnung führt Argelander von Anfang an durch ein 
Näherangsverfahren aus. 

El a^en Aq, die CotMrdmataii dn willkilrliicli anganommenen genäher- 
ten Apex, -\- JAt + ^ Goordiiiateii des goeoohten pUiiaibelston 
Apex, der Positionswinkel der Eigenbew^gnig irgend eines Sternes, wenn 
ei« nach dorn gonalicrten, v = V'n ~l" V'i wenn sie nach dein plausibelsten 
Antiapex gerichtet sei, und \f>' = ifj -\- Ji// der Positionswinkel der beob- 
achteten Eigenbewegung. Dann folgt aus einer der Gleichungen 1) 



ain(^-«) ^<^dD 



4" £~ (co* (-^0 — ö) cos if'f^ — sin (Äff — a) sin sin d) d A 

und warn man jetatt am dem Dreiedc: Pol, Antiapez, Stern der ktlneren 

Schreibweise wegen noeh den Winkel 9^ am Antiapex und die Entfernung ji^ 
des Antiapex vom Stent einfahrt, welche eich durch die Gleichungen 

CQBfQSB coB(.io — a)coey',^ — an(J« — «i)ihiyr^flin<f 



«in Ja — — - 

»» cos //, 

Hill {A^ — a) cos i)» 

mn jfö = — » 



2) 



beredmen Itaeen, bo wird die obige Gteidiu^g nach HultiplicatioB mit 
ein OOS «u 

^y.ij • d\p mm ein J0 • dD — cos^o - cos dA 3) 

oder augenähert 

sin /q • J i/i = singf^ - JD — cos ■ cos Zl^ Jjl 4) 
Subtrahiert man dieee leiste Gleichung von der Identität 
(Jitf-^-A t/>') txnxt — (V' — Vo) »nXo 

80 ergibt eich 

mnx^Ay; = — ein;?, + oosf, > coe Z)„ ,</ J — sin j« ■ 6) 
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und di«8 iit derjenige Ausdruck, dessen Quadratsumina Aigelander zu einem 
Minimum macht. Die Glflichadgan tme fieatimmung Ton JA und JJ) 

lauten also 

— ^ain 9« coa 9« ■ CO« I», + tiii»g, . » -|- v*«) 

a 

FMSt man die Herleituiig der Glächnngeii so, wie m hier von 4) bis 5) 
geschehen iat, RO ktniD das MiwventftndniM, ^' — mfiase klein sein, gsr 

nicht aufkommen. 

Als willkürlich aber muss mau die Festsetzung betrachten, da&s diö 
Quadratsuuime von sin/, oder vom Ausdruck 5) zu einem Minimum ge- 
macht werden soll. Darin liegt durchaus kein Einwand, denn eben durch 
diese Festsetsung ist erst die Definition des Apex für mehr als 
2 Storno auspesprochen. und diese ist willkürlich, wie jede Definition. 

Man kann allerdinijs eme eok-tit! Detinilion so wählen, (1;i>h dm- HcgrilT 
des Apex bebtimmte Bedingungen erfüllt. Sachliche Bedingungeu aber, wie 
sie spater snr Sprache kommen, hat Argelander nicht gestellt; er setst viel- 
mehr (& 578) die formale Forderung fest, die Abweichung der Eigenbewegung 
von der nach detn plausibelsten Antiap«x gerichteten — oder nach seiner 
eigenen Ausilrucksweise „die ganze Quantität der wahren eigenen Bewegung* — 
,als reinen Beobachtungsfehler m betrachten". 

Dementspreefaend oharakterisirt Argelander das Princip seiner Hetliode 
folgendermassen (S. 575, 676): »Es scheint nun am nattkrliehsten, Iflr jeden 
Stern die Richtung zu berechnen, die seine eigene Bewegung haben mUsste, 
wenn sie allein von der Bewegung der Sonno nach dem Punkt Q herrührte, 
diese mit der aus der unmitteliiaren Beobachtung folgenden zu vergleichen, 
und den Unterschied als Datum der Aufgabe anzunehmen, so dass, nachdem 
wir jeden solchen Unterschied mit der ihm vermöge der Lage des Sterns und 
der wahrscheinlichen Genauigkeit der Beobachtung zukommenden relativen 
Präeision nudtiplicirt haben, wir die Summe der Quadrate dieser Produkte au 
einem Minimum machi'n". 

Obzwar also die Abweichung der Eigenbewegung eines Sterns von dar 
ideellen Eigenbewegung ursprünglich keitteswegs klein an sein brauchte gegen< 
Aber dem Betrag der ideellen Eigenbewegung selbst, so wird disse Vorans- 
setaung nachtrfiglich hereingetragen durch den Versuch, den Factor sin/g an 



I 



14 

begfTönden: denn nur unter dieser Vorausspt^nn g hat die Einführung 
von sin/,-, ;i 1 « PraciHiontiinoil ul eine Bereclitigung. — Wenn nun das 
Verfahren aucii auf eudhche J u> angowandt wird, so wird die Begründiumf 
hinftllig und num kommt dsnuf surOck, dan die Gleidumgui 6) «ine wUl- 
kailkbe Definition d«B plauribelaten Apex reprfteeatteren. 



Wir fragen, ob Bich im Uebiigea die J^p wie die Beobachtungsfehler 

yerhalten. 

Sei immer die wirkliche Eigenbewegung eines ötems 

in Parallel: j}' — q sin ^' in Declination: " ooe ^^ 

und die dem plauaibeleten Apex enteprechende Eigenbewegmig deaeelben Sterne 

in Parallel: n — C8>Q V in Declination: ^ = c coa </' 

Wir wollen nun den bestiiimiton Fall lierausfn"eifen, dass sieh diese Eigen- 
hnwegungen nach dem Gauss'schen Fehlergesetz ordnen mögen, wonach ihnen 
die Wahrscheinlichkeiten 

zukonnnen. Dann hat. wenn man überdies — — h setzt, die Eigen- 
bewegung i]\ ^ eines bestimmten Sterns die Wahrscheinlichkeit 

w 

oder, w«nn wir su Polareoordinaten flbecgeben: 

Mitbin iit die Wahnoheinlichkeit eines gewinen Poeitionawinkels der Eigcn- 
bewegong 



Digitized by Google 



Das Integral ist aber, 9' — ^eotJ^f' » geeetot, » 
oder 

0 

Ein gewisser Pusitiuiiswinkel hat also die WulirsclieinUchkeit 

i> CO* . ( V'' 

+ — ^co»Jiff • e * J 

welche von Krainp'schen Functionen von cos J tf abiiängig ist. 

Da nun die Beobachtungen thataäohlich Meridianbeobachtungen sind, so 
folgt, daes daa WaliTBcheiiiliclikeitageBetz dar Positionewinkel ein 
anderes ist als jenes für die Beobachtnngsfehler. 

Es kommt hinzu, daas da.^ Gesetz für die Positiotiswinkal von ^ abhftngig 
ist, ako sich mit der Lage des Sterns am Himmel ändert. 

5. 

Es wäre vuti voruhereiu nicht auägeschloääeo, deum die Behandlung der 
J^* 93b Beobaohtungefehler wenigeteiui dann etaitlialb Mi, wenn die Ab- 
weidinngen gegen die ideelle, dem plaunbebten Apex entsprechende Eägen- 
bewegung sehr klein sind. 

Da das Maass der Genauigkeit h von der Ditnenfion — 1 ist, so ist 
eine Zahlj nach der Voraussetzung soll sie als sehr gross angesehen werden, 
obirohl dies gar nicht far jeden Ort 6» Stemea «teUiMft iat Dwm iet in 
der Gleichung 7) daa erste Glied von einem anderen Bange ab die beiden 
folgenden; nnd för das letzte Glietl ist es gleichgiltig, ob man der oberen 
Grenze einen endliclien oder einen an«>ndli('linn Werth beilegt Thut man da» 
letstere, so ergibt sich aus 7) jetzt das Fehlergesetz 

dessen Ableitung, etwa hinsichtlich der Behandlung de« Integrals, man venti- 
oieren kann, indem mau die Vernachlässigungen gleich bei den Entwiokeluugen 
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des vorigen Artikeh unter gehöriger Rftcknoht auf den Rang der GrOweD 

anbringt. 

iäind also an einer bestiminten Stelle die Eigenbewegungen 

Vi ... 

gegeben, so findet rich die wahrsobeinliobste Eigenbewegnng, wenn man das 
Produkt 

au einem Maxinrnm macht Es muas aho aein 

A-t.-[8in2(«'— t/',)-i-öiii2(<<'— t/g-i- ...] -^-tg ((/. — «/.-;) -ftg((^-~ v«) 4- • • • =ö 

woftr man auch aohreiben kann; 

gin(^_y;) + Bin(v»— . . .«0 

Andererseits wQrde man, wenn man die wabrscheinlichstö iiichtung direct 
aus den Beobachtungen beetimmen wollte, anf die Gleichung kommen 

(i\ 8111 (t/' — vi) + ei sin (»/' — iir.) -}-... =0 

und beide Resultate werden in der Tbat ooincidierm, da die f>' einander sehr 
nahe gleich sind. 

6. 

Wir wollen nun aber von der Entstehung de» Gesetzes der Uiclitungen 
absehen und sngeben, es sei ein solches för jeden Punkt der Kugeloberfläche 
giltiges AbweiehnngsgasetB Torhanden, bei dem es ako um die Wahr» 
Kcheinlichkeit de» Vorkommens einer Reihe von Punkten handelt, die auf einer 
Kreiaperi ph er ie liegen. Man weiss nun, dass rlie Anzalil der Sterne, deren 
Eigenbewegung der plausibelsten entgegengesetzt ist, nicht vernachlaesigt und 
nicht einmal als klein aogesehea werden dar£. 0ie Wahrscheinlichkeit wird 
also bei wachsendem J^* keineswegs, wie man smist von einem Pehlergesets 
«rwartst^ zum Yerschwindea kommen, nelmebr wird sie spftter wieder zn> 
nehmen. 

Um einen beistiuiiiiten Fall vor Augen zu haben, nehmen wir an, es gelte 
das Gauss'ocbe Feblergesetz dann, wenn man die Jif' bis ins Unend- 
liche sfthlt Da nun aber J^', 2n-\- An -\- Jtff% -]- denselben Punkt 
der Kreisperipherie beaeicbiMii, so werden ada. in dissem Punkt Jiff die 
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WabrscheinHclikeiten der Argumente Jift\ %n-\-Ji^\ ... fiberamanderlegon* 
War also das elementare Feblergesetz 

\' 

to wird das thatsichliclie FefalwgeMts: 

vro J = Jif' zunächf^t zwischen — n und -f- n liegen mxm laut Definition. 
Doch zeigt diese Furm des Ausdrucks, 

a) dass es gleicbgiltig ist, ob man — wie es bei Auagleicbungea in Frage 
kommt — J von — n bis -^-n zäblt oder vou U bis 2.^, da 

^{J) = 9(2 ji — J) 

b) Uan darf den J auch Werthe ansserhalb jenea Intervalles beflegen, da 

o) Die Fvnction bat ein Maximum bei ^ = 0, also auch bei J = 2n, 4.'7, ... 

ein Minimam bei J^n^ also aucb bei 3n, 6?t, ... 



7. 

Dem Ausdruck 8) kann man eine andere Form geben, wenn man setzt 
<ip(^ _ ^I>^4.2>i00i^ 4- DtCoeS^ + ... 

Dann ist 

U « 0 

0 ♦ J 
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-worain durcsh gwagnele VarsehiBbaiig dar Integi»tioiiigreiuni hervovgtthi; 
^twick«lt man hkr 

und veodet auf jade« anaelne Glied den Integralwerth an 

^ fl <w = — g^^^^ft — -Vn 
Bo irixd das betreffende Glied in 2>. 

mithin dieser Anscbmok selbst 

4 

und sohliesalidi die Fnndioa 

sie ist also identiseh mit der Jaoobi'schen Function 
Fftbrt man also ein 

80 wird iu der Bezüchnong der Thetafuuctionen 

Es wäre also der Ausdruck ^) oder 1 1) derjenige, den man der Ausgleichung 
als Fehlergesetz zu Grunde legen müssto, wenn für die ins Unendliche ge- 
sohlten Abveichnngen das Gaast^sche Fehlergesets geltm vrQrd«; 



Digitized by Google 



19 



8. 

Wm nun die AuBgleicbung auf Grund dieaee Fehlergesetzea betrifft, so 
nahmen wir den «inftelnten Fall, ako eine Reihe direeter Hewiingen 

£ — «1 = 0 e — «s = 0 * — c, — 0 ... 

welche miteinander vereinbar sind, wenn man aohreibt 

Dann iet entepiwshend dem FeUeEgeeeta II) daqenige $ das wvhrwilieinlidute, 
welchea den Audrudc 

*i<i^i,ff)-*i(i^.,ff)-**(i^»«) ■ - . 

oder auoh 

^og9AiA,q) +log^,(|/^,.£) +log&Ah^vg) + ^ - - 

zu einem Maximnm macht. 

Man weiss nun nach Jacobi, dam 

.bg».(t(,-.),^ _, + rlV"'<— > } 

also wenn man den a die Indioee 1« 2,... gibt und alles summiert^ so wird 



0 = — (ain# «.^Goea, — coe» einaj 

1 — 2* ^ 

4- (sin 2« «.£008 2 a«— 0082«< .Srin2ff^ 



12) 



Mithin ist das Resultat viplrleutig, so lange die n keinen Be- 
dingungen unterworfen aind. Löst man die Gleichmig & B. durch I^äherungen 
au^ so gibt die «nte Zeile, ^ 0 gesetzt, 2 Verthe fär von welehen der 
eine dem wahmftheinlichBten, der andere dem nnwahnckdnlichston Pankt ent- 
spricht. Berechnet man mit Hilfe dieser 3 Wertfae die folgmden Glieder, eo 
erhält man 2 Gleichnngen von der Form 

Jsin« 4~ = 0 oder C 

mit wiedw je 2 Löaongen n. a. «r. 
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Ferner wird bei der Auflösung von 1 2) die Grösse q als bekannt voraas- 
gcsetzt. Ihre Bestiinmimg ergibt aich aber wegen des FehlergeaetMB dnroh 
eine der Gleichungen 

q ^ ftp{J) Olm JdJ oder ^Tss J^(j)eoB2Jd^ oder . . . 

— rt — .f 

oder wenn die Anzahl der Beobachtungen endlich ist 
9 = ^ ( coB« • X eos Of -\- sin« • 2" ain 

oder ^ ^^(Gta2M-£cM2ai-\-tin2M'£ain2a^ 
oder 

Alle diese Gleichnngeii haben dieselbe Bwechtigung; aber so lange • endlidk 
ist^ werden sie einander widersprechen. 

Multiplicirt man endlich direct die Bedingung für den wahrsohein- 
lichsten Warth mit ^(J) und integrirt, so folgt 

oder bei endlicher Anaahl 

sin« -J? cos ff, — cos# 'S sino, = 0 
eins J -2^ OOS 201, — coe2«>^sin2^ » 0 

wo man q nicht zu kennen braucht. Doch werden die Gleiclmngen abwmalB 

einander wii^ersprechen. 

Jedenfalls also ist der wahrscheinlichste Worth zwar für unendlich viele 
Beobachtungen, die aich dem Fehlergesetz fügen, genau genug definirt; bei 
einer endliehen Ansabl aber mflassn Bedingungen hinzakomiuen, wenn die 
Lösung «ndeutig sein soll. 

9. 

Amitirerscits der Argelundtu-'schen Relmndlung entspricht im verein- 
fachten Fall (lireeter Mnssnnp;en die Forderuiis^: man solle für eine lleihe von 
Punkten, die auf einer Kreiäpenplierie liegen, das arithmetische Mittel angeben, 
d. h. den Schwerpunkt der Pnnkte, Toran^esetst, dass man die Längen der 
Kreisbogen ab Kraftarme anffasst 
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Diese Aufgabe i«t nnbeRlimiiit^ 

1) insofern als sich der Schwerpunkt verschiebt, wenn man den Anfangs- 
punkt der Zählung ändert^ aber die Art der Z&hlung feethUt (etwa -^n bis 4-'' 
oder 0 bis 2^); 

2) weil er sich verschiebt, wenn man bei festgehaltenem Anfangspunkt 
die Art der Z&hlung ändert 

Biese hmäen UnbastimiDthsaten «ind immer vorlmiidfln, aach wenn die 
Massmvertbeilnng eon^uirlidh ist Doch ist die letstece von Azgelander ver- 
misden worden, da er von — n bis +n ifthlt. 

Es ist aber hervorzubeben, dass diese Festsetaang einer wiUkfirHcben 
Definition gleichkommt. 

Was aber die AnfancrHstello der Zählung innerhalb der gegebenen Con- 
figurati(.>n betntit, m fragt sicli, 

a) ob der plausibelste Pnnkt von ihr nnabhängig sei. Dies 
ist nicht der Fall, wie man schon an dem Bsuqnel vtm 2 Punkten rieht, 
die sich auf einer Peripherie diametral gegemiber liegen. Bei 3 Punkten 
lassen sich continuirliche lleihen solcher Fälle angeben. 

b) Um zu entscheiden, ob wenigstens ein s (lieber Punkt immer 
vorhanden mi, lassen wir den Anfangspunkt der Zühlung auf der Peripherie 
fortrücken. Bezeichnet man die Momente auf der einen Seite des Anfangs* 
ponktss, etwa auf der rechten, als poritive, so lAsst rieh, wenn anders die 
Yerthrilung eine nngleichmisrige ist, ein Punkt angeben, wo die Gesammt- 
summo der Momente noch positiv, und ein zweiter, wo sie schon negativ ist. 
Geht der AnfangHpunkt vom ersten zum zweiten Punkt über, ho findert sich 
die Momentensumme continuirlich, wenn der Anfangspunkt cmen Beobachtungs- 
punkt durdrachreitet, disoontinmrlioli, w«m der Gegenpunkt des Anfaag»- 
punktse dies thut Geht also dw Anfangspunkt continuirlich durch Null, so 
ist sin gssQchter Punkt sofort erbaltSB; wird aber der Nullpunkt der MomMkt^ 
summe überspmng'en, so bemerke man, das?? dann die ^loinentensumme nur 
zunehmen kann (die Drahuiigürichtuug positiv vorausgesetzt), also der Null- 
punkt im Sinne 1- übersprungen werden muss; d. h. dass der Nullpunkt 

dann zweimal, einmal savor, einmal spipter, conrinoirlich durchschritten wird. 

Findet man nur 2 Punkte, so wird mau den einen als den wahrsdiein- 
lichsten, den anderen als den unwahrscheinlicbstsn bsaeichnea. 
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10. 

Den wabncfaeinlidieii Fehler för Mine Bestimmung dee Apex 
A ^ 360" 50:8 D — + 81« IT.'S 

iiat Aigelander su 8* 45.'7 gefunden ond diesem Resultat den Ausdnick gegeben: 
Man darf wetten 1 gegen 1, daas der Apex höchatene entfernt ist am 3° 45.7 



14 . 8, 

89 , 4, 

142 , 1, 

1341 . 1. 

19270 , 1, 

426984 . 1, 

« , 1, 



, 7 31.4 

. 11 17.1 
. 15 2.8 
, 18 48.5 
, 22 34.2 
. 26 19.9 
180 0.0 



onter ii eine Zalil yeretanden, deren ^iFennreihe Iftnger ist ab eine Zeile der 
Abhaodlnng. 

Hiermit vergleichen wir die Naeb' Argdander'schen Bestimmungen, wie 
sie sich finden bei L. Struve (Bestimmung der Constante der Pracession und 
der eigenen Bewegung des Sonnensystems, Mem. de l'ac. dos sciences de 
St^PSterabi., t. 35, No. 3, S. 24) Ristenpart (UnterBuchungeQ über die Constante 
der Frftceeeion und die Bewegung der Sonne im EizeternBfyeteme^ Karbruhe 
1892, S. 91, 92) und Kobold (Untersuchung der Eigenbewefrungen des Auwers- 
Bradley-Katalo^'s, Nova Acta dw Leop.-Carol. Acad. d. Nuturi'. Hd. 04, Nr. 5, 
Halle 1895, S. '2 53). Doch ist statt der obigen A, D die von Argelander 
selbst in tiea Astr. Naciir. wegen einiger Versalien verbesserte Angabe zu 
Grunde gelegt. 





A 


D 


8 


Argelander 


259?9 


+ 32?5 


0?0 


Gallo way 


260.1 


4- 34.4 


1.9 


0. Struve 


261.5 


-i- 37.6 


5.8 


Ubagtu 


263.4 


+ 26.6 


6.8 


Madler 


261.6 


+ 89.9 


7.5 


Airy 


261.5 


+ 24.7 


7.9 


Duiikin 


263.7 


+ 25.0 


8.3 


de Ball 


269.0 


+ 23.2 


12.3 


L. Struvo 


•273.3 


+ 27.3 


12.7 


Lundahl 


353.5 


+ 14.4 


19.8 
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A 


H 


« 


Biiteopart 


284» 


+ 30» 


20!'7 


Rancken 


284.6 


-r 31.9 


20.9 


Stumpe IV 


285.2 


4- 30.4 

• 


21.6 


Bow I 


S83.8 


-1-44.1 


21.6 


Hedcar I 


272.5 


-1- 13.8 


22.0 


Stumöe III 


287 2 


-|- a-.i 


23 6 


Stumpe I 


287.4 


+ 42.0 


23.7 


Bischof 


285.2 


+ 48.5 


24.8 


Stumpe II 


279.7 


+ 40.5 


26.1 


Bow II 


288.7 


+ 61B 


27.8 


Hocker II 


267.8 


-1- 4.7 


29.8 


Kobold 


266.6 


— 8.1 


S6.1 



Nun bnwdmet Argelandar den wahncheinlicbw Fahler aiu dm» nfttleMii 

Fehler der i^ —ip in der üblichen Weise, welche nur dann statthaft ist, wenn 
die Beobachtungen dem Gauss'sclicn Fehlergesetz folgen. Gerade hier ist dies 
aber nicht der Fall, da die Fehlerwahrscheinliohkeit mit v' — *l'*=*n plötzlich 
abbridit 

Ifaa könnte deshalb erwarten, daas der 'Widersprnob swiacbea den beiden 

Zminmenatellungen verkleinert oder dasa der mittlere Fehler vergrössert 

würde, wenn die Abweichungen von — od In.s -\- xi gezählt würden. LiLsst 
raan dabei die Klementarabweichungen dem Gauss'schou Felilergesetz folgen, 
80 ist dies zwar nur eine Hypulhese, doch hat uian den ofifencD Widerspruch 
vermieden. 

11. 

Sei also ^ oder t'^ die Summe der Fehlerquadrate, jenachdem man die 

Fehler von ■ — n bis -\- oder von — ■ oo bis -\- xi redinot, so ist / die von 
Argeland'T m^ogebcne^ i die gesuchte Gröeae. Dami kann man für t* deu 
Ausdruck autütellen 

+•■» 

«■«^J.^/'Cl + 2 joce^-l- 23^008 2 ^4- . . .)dJ 
— * 

welcher wegen 

J J*C08«^<W -= (-1)" 
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in den folgenden flbwgeht 

Fügt man mit Radcricht auf 10) die Belationext hinzu 

e-'^g 14) 

80 ist durch 13) und 14) die neziHliun<;if zwischen f und / hprs^estellt. 

Nun ist bei Argelander (S. 589) der wahrscheinliche Fehler von (t," — t}')sm.x 
«twa = 35* vas aber nar eo vidi eagen will, da« der mittlere Fdiler 

«, 51?9 «- a.906 

beträgt Unsere Formeln fflr mehrfache Urakreisuogeu sind aber ohne Rück- 
aidit auf einen T«rftnderliehen Factor änx abgeleitet Statt dieser Verall- 
gemeinerung, bei der man, freilich wieder hypothetisch, statt h einführen 
könnte 7(:sin/, wollen wir, um daFieniire Argelander'sche * zu beieclmen, auf 
welches ilie ohicfon Formeln unwtMiilliar s-ind, die 3 Annfihint.Mi verfolgen: 

1) Allü bterne liegen auf eineui schmalen Gürtel, der 90" vom Apex 
entfernt iefc, 

2) Alle Sterne sind gleichmässtg auf der Kugel vertheilt, 

3) Alle Sterne liegen auf einem Gürtet, der bei gleichmKenger Breite 
durch den Apex hindurchgeht 

Wegen 

wird 

1) 2*- = 2** 2) 2t* = 3t^ 3) 2e^ = 4:el 

und dann folgt uu^ 13j und Ii) 

1) für e = 51?9 = 0.9Ü6 

w — 0.411 h = 0.780 t «« 61?9 

2) für t B 63?5 *•« 1.109 

g = 0.r>3;» 

w ^ 0.626 h = 0.632 *' =» 64?1 



3) für t = 7314 =^ 1.281 



i — 0.420 

Ol = 0.667 h = 0.537 t ^ 75?5 
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aodan die nnprüogliehen « vergrOeaert werden im Verhl^tnin 
1) 1.0008 2) 1.0085 3) 1.0382 

Erat bei grÜ88ereiU f würde die Vergi-öttborung wirksam sein, uud beim 
denkbar grOBSten mittleren FeUer, nftmlidb wenn sidi alle Bewegnogen gleioh- 
mftmg enf den Kraie Tertheilen und wobei 

(* s ^91* oder $ = lOSfO 

ist, wird der mittlere Fehler f unendlich gross. 

Also aui diese Weise ist der Widerspruch zwischen deu Zahlen 
S. 33, 38 nicht sn erklftren. 

18. 

Gegen die Methode Argelanders hat Airy in seiner Abhandlung ,0n the 
Movement of tiie Solar System in Space* (Memoire of the Royal Aatronomioal 
Sodety Bd. 38, S. 148 fgde.) drei Einwurfe vorgebracht, welche bis in die 

neueste Zeit mit einer fast stareotyiMn BegelmSasigkeit wiederholt worden 
sind, ohne an Klarheit gewonnen 7.n haben. Airy eagt (S. 144): 

„Erstens rrfordcrt dieselbe die Annahme eines niuthmasHlich ange- 
näherten PuriKU^s; wenn dieser Punkt aber bedeutend iehieihait «sein sollte, 
so ist keineswegs einleuditend, dass das Verfthren nothwendig dasn fähren 
mflsae, ihn an verbeesem. Da in der Zeit nach Berschel mehrere Astronomen 
den Zweifel hegten, ob es wegen des Widerspruchs, den verschiedene Sterne 
augenscheinlich darbieten, möglich sei, irgend einen bestimmten Schluss auf 
die Richtung der Bewegung zu ziehen, so ist diese Nothwendigkeit einer An- 
nahme an sich schon ein adiwmer Torwarf gegen die Ifothode. 

Zweitens war nicht varaossuaetaen, dass der Pnnkt innerhalb swanaig 
oder m^r Grad als bestimmt sichmr angenommen werden kfinne, nnd daa 
Vorhandensein eines Fehlers von diesem Betrag veranlasst augenscheinlich eine 
grosse Verwirrung in der Verfindprung der Richtung des grössten Kreises, 
welcher dun Ort des Stei'ns mit dem angenommenen Punkt der Richtung der 
Sonnenbewegung verbindet, ausser wenn der Stern von diesem Punkt sehr 
weit entfernt ist 

Drittens gibt es oder kann es Sterne geben, deren Eigenbewegung so 

nahe entgej^engesetzt ist zu derjenigen, welche aus dem angenommenen Punkt 
folgt, daas eine kleine Veränderuii": im Ort des Punktes den Winkel der Ab- 
weichung per saltuiii von 4~1'^" ■ 179* verändern wird. 

4 
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Aus diesen Gründen ist es mir immer {geschienen, daas die fragliche 
Methodf! angesichts der Natnr der gegc'benen Daten und des gegenwärtigen 
Zustandes der Mathematik eine durchaus unvollkommene ist." 

13. 

Es ist begreiflich, dass diese Oriinde für Airy liiureicliend waren, seine 
schöne und überaus einfache Methode in die Praxis einzufübreo. Nachdem 
aber durch Airjrs ilechnung, was den ersten Einwurf betrifft, einmal fest- 
geafcellt war, da* die direete Methode su nngdifchr denuetben Reealtat fQhrt 
wie Argelanders Methode der aaooessiTen NjUMrongen, und da gleichseitig ein 
Kidc auf die Argelander'schen Zahlen lehtl> dass seine Annäherungen con- 
ver^ercn, sn ist niclit nbzusohcn, wesimlb man auch nach Airy dieee Grftnde 
fortdautjriul gegen Argelauder ins Feld führt. 

Die zwei letzten Einwände besagen, dass ijj — stark fehlerhaft ist, 
wenn entweder der Stwn nahe dem Apex und seine Bewegungsriclitnng be- 
liebig ist (3), oder wenn die Porition des Steroee beliebig nnd eeine Bewegung 
nahe retrograd ist (8). Sie werden hier knn ab »Aiiyi Einwand* b«- 
leichnet werden. 

Die Sache wird bei Argelander noch dadurch verdunkelt, dasa pr sich 
nicht einer Entwickelung wie hier in Art 2 bedient, büudern sofort das 
Diffeffantial d% Fonnel 3), mit der endlichen und aogar recht grosam DifEerena 
^* — ^ identificiitf waa fiberhaupt für keinen Punkt statthaft ist 

Dodialb wollen wir die Aufgabe so stellen: Ea aei von vornherein der 
atrenge Auadrodc, welcher aioh auf die Geaamoatheit der Sterne besieht 

zu emem Minmiuui /.\x machen. Dies ist erfüllt, wenn 



COB 



und diese Gleichungen sollen aufgelöst werden, indem man irgend eine der 
Methoden zur Auflösung trauädceudenter Gleichungen in Anwendung bringt. 
Hierbei wird man allerdings ein Nftherungaverfahren anwenden müaaen, das 
jedoch, entgegen Argeland«-, ohne Einfluas ist auf die Strenge der au£itt- 
löaenden Gleichungen aelbst 
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14. 

Zuerst l>ilden wir die üleicliungcn des Minimums. Hierzu gibt 

das Dreieck Pol Antiapex Stern 

mit deu Winkeln ISQ^-j-Ä—a q w 

und den Seiten x 90"- <T 90"4-Z> 

die Relationen 

ootg ^ » — «n 9ccHg (il - «) + cos -r^^ IJZIäj ^ 
cwx ™ — 8int)8ini) — cos(yco«(il— o) oo8i> 



17) 



und 



Mn/vinysB — cos ft ün (Ä — a) | 



18) 



Indem man die Gleichungen 17) differentiirt und 18) benutzt, ergibt sieb 

av' cosi/ dtf . sirny . 

und 

Wenn man diese Auadrfldce in die Gleichungra 16) des Minimunis oder 

S (»// — ./.) sin' / (y'— r/f C08 X'^^X —Jjf- =" <J 

einsetet» so wwden jelife die beiden Bedingnngen des Himmnins 

T, = JS" (i// — v) • sin ;ir cos 7 -)- 2 (»/'' — i/')- cos / • sin sin y — 0 j 
Tg = — •/') • sin / 8>o gr — ^ (t// — tyf cos/ • sin x cos j = 0 j 

die nun nach Ä und D aufzulösen sind. 
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15. 

Will man di^e Auflösung nach der Newton'sclien Methode ausführen, 
so braucht n^an noch die folgenden Differentialt^uotientea, welche sich aus den 
Gloichuagen 18) ergeben: 



eMD9A 

a «in;: sing ^ n 
9B " 



o) 



^jfiji = — tgi>sin;tsin2 



Die genftheiten Werthe seien auch hier A^^ D^t und die gesuchten Ver- 
besBerung^n seien cns7)„./yl, JD. Die Gleichungen 17), \B) gehen dann 
^'o» /o» ^^^Xo^^'^%y öin/jiCoag^, während alle Differontialquotienten dieser 
4 Grössen nach A und D durch die GleichuBgen a), b), c), d) gegeben sind. 
Da Toa jetit ab Oberhaupt keine bekannten GrOseen mebr ebne den Index 0 
vorkommen, so laieen wir deuelbm weg und erhalten ala Gleichungen für 
JA und JD 

— r, = + cosD^-i + JD 

' ' loa USA 9D 

+ J, = - l\ . ooeD^^ - t?» JD 

• * cos i» 3-4 3/1 

und wenn man die Werths der Differentialquotientea a), b), c), d) einführt, ao 

sind die gesuchten Kndgleichungen 

-\-0(»DJA-:s{cos'q — (ii>'--ii')tgVänx»u§ +•^1 +-^} 



— O0bD//A - ^l^mqcoaq -f-(«^'— ^)(coB;U-|-tgi>sin;tco8g) + X», 



20) 



Digitized by Google 



29 



wobei 

J^i' — + (V'— «inj 008J + i^»)008x 

D4 + [«n j «»g + tgD Bin;!; «M;t »n 9} — — V) oo«z 

Diese Normalgleichungen 20) sollen nun mit jenen, welche auB Argelanders 
Bedingungsgleicbungeii folgen: 

— cosD JA • ^ sing COS} + J D • 2l sin'g = -j- ^(v^' — H')«i^X. sing 
verglichen werden. 



Oegeben «ei ebe Reibe nichtlinearer Oleiehiuigen von grteeer e r Ämabl, 
als die Zahl der UnbekaniiteD, 



eo pflegt maa dieeelben so aufimUSsen, dass man mit sinem genäherten WeHhe- 
^S^^"^ 9^1 SC«» • • • ^ Unbekaonten die Werthe 



sowie die Diflerentialquotienten berechnet und dann die linearen Gleichungen 
von der Form 



16. 



fMt,^ • • — — 



auBgleicbt, wodurch die Normalgleichungen entstehen: 




21) 



0 



0 



22} 
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Uaa könnte tbae auoh direct die Summe der FeUerquadnite 
SU einem Miiumum meebMi, «Im die Gleiehmigen anfitellen 

und dann diew stieogen Gleichungen durch NAherongra anfUtora, wodnrdi 

sich ergibt 



t Sa* • SM 9» « i«. 



3/i 3/; 



'3« 



3«, Sa;« 



+ 



— 0 



9i« 



23) 



JDieSyiteme 23) und 23) unterscheideo sich um Glieder von der Ordnung 
dw Unbekannt«!, weil ee nicht erlaubt ist, ans 21) die Wertbe der in die 

zweite, vierte . . . Zeile 23) einzuaetieii, wodurch die Zusatzglieder von höherer 
UrdnuDg ersicliierieii. Denn bei unserem Problein sind die Gleichungen 21) 
im zweiten Fall nicht anwendbar, weil die Gorrectionen Jx, Jft/, ... in 23), 
wenn anders eine Näherung vorliegt, klein sind, während dieselben in den 
einaelaen Gleiehmigen 21) 'vielÜM^ gana exorbitant sein mtlnten. 



17. 

Sei nun einfacher eine Gleichung mit einer Unbekannten 

/"(x) = 0 

nach der Newton'schen Methode aufzulösen. let der angenäherte, x^-^Jx^ 
der itarenge Werth, so besteht die Methode darin, dass man in der Eotwicfcelung 

nx) = nx^ + r(x,)-jx, + ^rix^-'^K+ • • • 

die späteren Glieder zusainmenfauend 

setafc, wo J»^ die beredmete VerbeBsemng von ist 
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Indem man mii ffilf« dar V«rb«M»nnig dM Vei&lmii wiedirliol^ hat man 



wo die Znwfiolwe ohne Stridi die «irengen, die gertridielten die borachneten 
Correotionen bedeuten, aodaw alto 



Um nun die Grossenordnuugen der gestrichelten Elemente so finden, 
setzen wir die WcrUif in a). ß). y) . . ein, tjenchteri, d.iHs Grössen von 
gleichem unteren Index von rrlcichcr Ordnung sind, und bilden, immer nur 
die gröbsten Glieder niitjiehtnend, <iits Differenzen ß) — a), y) — (i), . . ., nämlich 



Dann folgt 



24) 



Mithin wachsen die Ordnungszahlen wie die Glieder einer geo- 
metrischen ileihe mit dem Expooeoten 2. 

la 

bt femer die aa&iilteMide Gleichung von der Form 

f{x) = f,{x)-f.{x)=^1i 

nnd fahrt man die Näherungen unter der YorauBsetzung, dass eich der eine 
Factor, ^j, wenig ftadere, dadurch aiU| dan man ihn oonstant hUt, aber 



32 

apitar mit Terbewart — wie m Argelaoder tb»toichlieh that — , so hat mui 
snm&chst, wenn mac 

aetst» parallel sa a), ß), . . > die Glnehongen 



Auf dieselbe Weise wie früher folgt hioiaiia 

> ' 1 ■f"(Xa) . 's r'K) i_ 



Sind nun die sweiten Glieder dieser Z«leD groewr, ala die enten, so setien wir 



u = _ 1 - 

und dann sind die grössten Glieder 

in -^dB,': (I+«)^x„ 
in — M (1 -j- u) Jx^ 
in Jx^i -|- u*(l -|- «) Jx^ 



25) 



26} 



d. b. die Glieder behalten zwar den Factor Jx^, sind jedoch mit den in 
arithmetischer Reihe steigenden Potenasn der nach Voranasetsung kleinen 
Grösse u multiplicirt 

Sind dagegen die zweiten Glieder jener Zeilen kleiner als die enten, so 

wird die Keihe der Näherungen formell deshalb stärker convergieren, weil 
nach den Gleichungen vor 25) jetzt die höheren Potenzen der Incremente 
auftreten, sodass man eine Zwischenstufe zwischen 24) und 26) erhält 
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Sie Glieder der Oleiduingeii 20) eind in 4 Vertiealooloniieii Migeordnet 
worden. 

Die Colutnne 1 PTit«pricht srenau Argelanders eigenen Normalgleichungen. 

Die Coluuiuen 1 und 2 erhält man, wenn man die Bedingungen des 
Mimmumi 90 behaiidelt, ele ob tmx imveriaderlicher Prädsionsmodul «ei, 
im Uebrigen aber die EntwM^lttog nach co»DJÄ und JD erat dann ana> 
fährt, wenn die Bedingungen des Mininumis. mit jener Beschränkung also« 
aehon anigeeprochen sind. Sie ergeben sich also, wenn man alle Factooren von 

nach co^DJÄ und JD entwickelt. 

Läset iiinn iimgokehr}- dio Entwickelung schon eintn-ton, bevor man die 
Bedingungen des Mmiiauui» ausspricht, und fasst man, »bermalä uiugekelirt, 
X von vornherein als verftuderlicih auf, ao iat in der Gleichung 5) dnrch x 
an ereetaen. Eb ist aber 

8in;f •in;fo + ooe/^sin • ewBJA ooB;f(,cos^j • JB 

und wenn man die (^uadratsumme dieses Ausdrucks mal (^'' — zum 
Minimum macht, ao folgen die Columnmi 1 und S. 

20. 

Man hat also 4 Formen der Annäherung 

1) = Colutnne 1 2) = CoUimnen 1 + 2 

8) «= Ctoluumen 1+3 4) = Coluumen l -|- 2 + 3 -1- 4 

So oft man aber von vornherein eine Quadrat^umme zum Minimum 
macht, die Gleichungen aber dann durth Näherung, also hiev durch Ent- 
wickelung nach ao^DJA und JD^ auflöst, so oft man also die strengere Anf- 
lOrangiform 33) statt 22} eintreten l&Mt — dann jedesmal hat man Airya 
aweiten nnd dritten Einwand vermieden. 

Denn der fragwQrdige Uebergang von Gleichung 3) auf 4) findet jetzt 
nicht m«lir statt Ja, es ist eine entsprechende Einzelgleichiing für den 
einzelnen Stern gar nicht herstellbar und die cos D JA, JD haben nur einen 
Smn für die Gesamu^tsumme aller Gleichungen. Dies sind die FlUle 2), 4). 

6 
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Was abw di« Convergms der Aonfthenuigen bebrifEt» to hat man j«deamal 

dann, wenn man schon anfaugs berüt^ehtigt« dass y, durch die Unbekannten 
bedingt ist, die Convergen/ 24), und wenn mnn y ^i^^' nachträglich verbessert, 
eine zu 2()) gehörige Convorgeri/^. Dies sind die Falle 3), 4) bezw. 1), 5). 

Die Bemängelungen des Argeiander'schen Verfahrens treten also an der 
Uebenieht hervor 

1) Coluinne 1 : Airjs Einwand besteht ; schwächere Convergenz 

2) Columneii 1 2 : , , besteht nicht; „ , 

3) Columaen 1 + 3 : , , besteht ; schärfere , 

4) Columnen l-}-2-|-3H-4: , „ besteht nicht ; , , 

Fall 1) entspricht dem Argelander'schen, Fall 4) dem strengen Verfahren. 

Ks wäre nicht iminteres^ant, die verschiedenen Fälle numerisch zu ver- 
gleichen. Auch ist das strenge Vertabren dac^enige, welches der Beaael'achen 
Methode coirespondirt. Idi wttrde diese Teiglwcbong venigaten» «chitsongs- 
weiae anagefUirt liaben — indem die gröasten Glieder in 20) mifc Hilfe dea 
Durchschnittswerthes für (i// — \\>^ und auf Grund einer AbaiUnng der Ver- 
tliciltiiig der Sterne durch Integration berechnet wüiden — wenn es mir 
möglich gewesen wäre, aus Argelanders Abhandlung seine Kormaigleiciiuxigon 
zu enträthseln. Für den Fall 2) braucht man nur die einzige neue Summe 
JE{^'— ^P')co8;f. 

81. 

So gut die Gleichungen 20) zur Dif5cuspion geeignet sind, so würde man 
sie doch nicht zur liochnung verwenden. Für das strenge Verfahren würde 
es sich vielmehr empfehlen, auf 19) zurückzugehen und diese Gieichungeo 
nach der regula falsi auftnlfleen. 

Setat man den Auadradcen 19) die Weitbe dea Apex, aus denen sie 
beredmet wurden, in Klammem bei, eo findet man aiu den berechneten GrOasen 

TM.l^) T,{A\D) T,{A,D') 

wo » => 1 oder = 2 sein kann, die Unbekannten durch Auflösung von 



Digitized by Google 



36 

bt es im V«rkuif der Beehmuig vortlieillMfli, den Argumenten allgemeinere 
Wertfae m geben: 

ArD Ä',iy Ä\If' 

wosn 

gebdren mögen, so wein man ans der Theori« motua^ dan die Unbekannten 
gegeben sind dnrcb 

. A {t; r n + ^-c r," ry 4- ä' ■ (r, r/) 
ß ^- {t; 7,1 • ( T," r,H- u-.jT.T') 



oder zur liecbnuug vortheilhafter 



JA » 



{Ä'—A^ ■ ( 7'," 7;) + f.!" ^ .4) . ( r, r,') 



_ _ (ly- J) • ( y." r ,) + (// - D) - (t, t-) 

Im vorigen öpecialfall scheidet je ein Glied m den Zahlura am. Diu Klamiuern 
bedeuten Deteminanten. 

Ob freilicb eelbet der atrenge Antata die Rigenechaft bat, den Apex 
einden% an defineren, das iat eine Frage fAr sich. 
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Kapitel IL 

Die Metliode von BesseL 



1 

Snnen Vernich, den SomMoftpex su beatimmeDi hat BqbnI in den Fundap 

menta folgenderinassen beschrieben: 

fS. '!0S1 ,Die Theorie der Eigenbewegungen ist uns bis jetzt ganz un- 
bekannt und sie wird meiner Meinung nach auch in langer Zeit nicht weit 
fortecbreiten. Es ist allerdings nicht zu bexweifeln iß. 309), daas die Sonne 
90 gut wie die Fixsterne wegen der gegenseitigen Ansiehung eine eigene 
Bewegung besitzen, aber beide sind von dein gleichen Grössenrnng, und da 
uns bei dem hcuti<^en Stand der Dinge bloss der erste Dififerentialquotient der 
Eigenbewegung und selbst dieser nocli fehlerhaft genug bt^kannt ist, so ist 
es auch nicht möglich, btiide zu treuaen. iierschel hat zwar vermuthet, dass 
die Sonne eine Eigenbewegung besitze gegen den Punkt 246° in Rectaecension 
und + ^ ^ Dedinstion, da in der Gegend dieses Punktes die Richtangen 
mehrerer Eigenbewegungen zusammentroffen, doch ist dies durch eine Unter- 
suchung von mir. die sich auf eine weit grössere Anzahl von Stomen stützte, 
nicht bestätigt worden. Es lassen sich mehrere von einander sehr entfernte 
und sogar diametral entgegengesetote Punkte am Himmel angeben, welche in 
der Riditung der Bewegungen vieler Sterne gelegen sind; aber ea bleiben 
immer allzuviele davon stark abweichende Bewegungen übrig, ala data man 
berechtigt wäre, einem dieser Punkte vor den anderen den Vorzug zu geben. 

Obgleich man daher aus der folgenden Erörterung für die Theorie der 
EigenbeweguDgen keinen positiven Vortbeil sieht, so glaube ich doch, sie den 
Astronomen mittheilen zu mflseen. Nimmt man an, daas die Eigenbew^ng 
eines bdiebigen Sterns im grossten Kreise vor sieh geht, so wird es leicht 
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«ein, ans dm beobacbtetoo Amdemngtti der Reetascendon und DecKnation, 

die vir mit Ja und bezeichnen, die RectasceDnon und Declination (a unrl d) 
des einen Poles dieses Kreises zu berechnen und zwar wolleu wir denjemgen 
wäblün, für welchen die Bewegung von rechts nach links vor sich geht 
Setzt man also die Reetaacension und Declination für das Mittel der Epochen 
swmer Kataloge = a und 9^ und die Bewegung im Bogen des grösaten Kreieea 
ao e^bt «icli 

Js • mi.d = Jtt cos* 9 

Js ■ cos d cos (« — (i) ~ — . /(; cuä rl aia ') 1) 
• C08rf8in(a — a) = JiS 

Sind nun a. a', a", . . . und (/, d', d", . . . für mehrere Sterne bestimint, 
so werden sich die scheinbaren Bewegunp^en aller derjenigen unter ihnen in 
einem Punkte der Himmelskugel gegenseitig schueidea, für welche die durch 
a und a' und d*, a" and «t\ u. e. w. gegebenen Punkte «uf einem grOeaten 
KroM liegen. Die Pole diesei gröarten Kreieee werden die geniditen Schnitt- 
punkte selbst sein. Bezeichnet man die Rectaecemion und Declination des 
einen derselben mit A und D. so wird sich der Stern diesem Pol n&hem, 
wenn Ja und 6in(a — A) entgegengesetztes Zeichen, sich von ihm entfernen» 
wenn sie gleicbee Zeichen haben. Hierdurch kann man viel karzer entr- 
Bchttden, ob ein Parallelismus zwiechen den Bewegungen der Fixsterne bertdit, 
all wenn man die einseinen Schnittpunkte der Rechnung unterwerfen wollte. 

Ich habe nun für alle Sterne des Katalogs, welche in Rectascension und 
Declination beobachtet sind und deren Kigenbewegung im grössten Kreise 
jiilirlich mindestens 0."5 oder in 45 Jahren 22."5 beträgt, die Pole der Be- 
wegungen berechnet Noch Aueschlui» von 49 Librae, dessen Declination im 
Katalog als sweifethalt beseidinet ist, ergaben nch auf dieee Weise 71 Sterne, 
deren Verzeichniss ich hier mittheile, und awar der leichteren üebenicht 
wegen nach der Rectascension a der Pole der Bewegung geordnet. Die 
kleineren Eigenbewegungen wurden bei dieser Untersuchung aus geschlossen 
(S. 310), theils weil die Katalogfuhler einen zu grossen Einüuss auf sie haben, 
Üieili weil die so erhaltene Anzahl hinreichend groee adiien. Den heUeren 
Sternen, die man vonugaweiee zur Bestimmung der fSgenbewegung der Sonne 
benntsen sa mflMen geglaubt hat, habn ich keinen Vorzug vor den schwächeren 
gegeben, weil, wenn auch ilire Entfernung mit Sicherheit kleiner wäre, 
dennoch hieraus kein Vortheü entstehen würde, weil die eigene und die 
parallactische Bewegung hierdurch in demeelbenVeiiiftltniw vergröBaeft werden." 
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Hier bricht die Erörterung mit der Mittheilung des Verzeichnisses ab. 
Eb ist interessant zu sehen, dass Ressol .schon di« ,Btar drift" gekannt !int^ 
welche fibrigens auch Mädier bekannt war (vergL Dorpater Beob. Bd. 14, 
S. 250, 251). 

Sind nur 2 Sttriui )j;*'i/ei>f'?i so ist durcb ein solch^ Verfahren der 
Punkt A, JJ in der Tliat bestimuit. 

Sind aber mehr al« i Sterne gegeben, deren Pole m. AlIgameineB iskkA 
auf einem grOosten KreiM liegen, so «itstelit die Finge, welche onter den 
beliebig vielen denkbaren Quadratiommen man zu einem Minimum machen 
wolle. Man könnte beif=j>it'lswL'isn Ressels grössten Kreis so legen, duss die 
Quadratsumme der H oge n übs t tin d e der Pole selbst von diesem Kreise 
zum Minimum wird; man kann aber auch Functionen dieser Bogen- 
abetftnde wählen, etwa die Tangente, oder den Sinna^ wie Herr Kobold will, 
oder den SiniiB de« halben BogMoabetandes, wie Herr Radau vorgMchlagen 
hat; ja man kann, wenn man den Ort des Stemee au flilfo nimnA^ wieder 
auf die Argolander'sche Methode kommen. 

Man liat es eben wieder mit einer \v ill k ii r 1 i c Ii e n Definition des 
Apex zu tliun und für diese ist der Durchgang der Rechnung durch die Pole 
der Eig^nbewegungen eine Nebensache. 

Es soll nun die von Herrn Kobold schon in seiner «weiten Abhandlung 

(Astron. Nachr. Bd. 132, Nr. S. 305) gewählte und später beibehaltene 

Definition nälicir besprochen werden, weil sie die einzige ist, ;uif welche sehr 
sorgfältige Rechnungen gegründet sind. Diese Methode unterscheidet sich aber 
von Bessels eigenem Verfahren in zweifacher Beziehung: 

1) Besse! hat, wie der Wortlaut des vorigen Artikels zeigt, die Function 
des Bogenabetandes nicht spedalisirt, sondern sich das Verfahren eher graphisdi 
gedacht (wovon auch Herr Kobold in seiner ersten Abhandlung, Astr. Nachr. 

Bd. 125, Nr. 2981, S. 65 ausgegangen ist), um lediglich ftberschlagsweise 

zu entscheiden, ob ein Parallelismus vorhanden sei. 

2) Da man die Bogenabst;indc der Pole vom gesuchten t^rössten Kreise 
nicht wohl über 90^ hinaus, also durcli den Fol hindurch, zühlen kann, so 
vermischen sich bei TLsem Kobolds Ver&hren die Abweichungen vom Betrag 
99^-^» mit den Abweidrongcn 90" — x. Diss an vermeiden, hat Herr Radau 
(Bulletin astronomique 1893 S. 401 fgde.) seinen Vorschlag gemacht Bessel 
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selbst nimmt dagegen den Ort des Sterns su Hilfe, um dem UebelBtand 

durch seine Vorzeichenregel abmhelfen. 

Man folgt also nur Herrn Kobolds eigener Beseiclinung, wenn man die 
Methode die fieesersche nennt 

a 

Wir haben alia als Definition des Apex die Gleichung 

^9in*(i/'' — i/')8in*/ = Minimum 2) 

"Wollte man aber nicht zugeben, hiermit eine Definition ausgesprochen zu 
haben, sondern nach einer B^rOndung sochmi, so wflrden Ahnlidie Wider- 
sprttche wie früher entstehen. 

Betrachtet mau bei^elsweise die Abweichungen J*i' = ^' — if für einen 
l)o«timmten Ort des Sternes, so lässt sich mit Modificutioneii der Artikel 4 des 
ersten Kapiteltt anwenden und für kleine Abweichungeu gilt ithnlicbes wie Art. 5. 

Will man weitw die Argumente >i'' — ipwmj bis ins Unendliche zählen, 
um dann auf Grund dee Gaos^sehen Fehlei^satses dasjenige Abweiehnnga- 
geseta zu bestimmen, welches durch die Ueberdeokung der Fehler entsteht, 
80 dürfen jet/.t die Abweichutigen in dem letzteren nnr zwischen — \ .7 und 
-|- ', rr variieren. Ferner dürfen wir iiiclit , wie t'riili'jr. die (irösse, deren 
Quadratüuinme zum Miimuuiu gemacht wird, aiä Argument iti daä Fehlergesetz 
einfahren, da die Function 

die Hauptfligensehaft dos GansB^sehen Feblergesetses, fortwihieod abaunehmen, 

nicht besitzt. 

Benutzt man daher als Elementargeeets : 

Vi* 

so ist das resultierende Geseta 

^ _^-*,Ul-2.1« + .} 

dem man, ähnlich wie früher, die Form geben kann 
y(^ = J-{l + 2fl«)«2-rf + 2j*co«4z/4-25«co8 6,</ + . . . ) 3) 
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oder Moh 

woran man entsprechende Betrachtungen knüpfen kann. 

Ebeuo hat man parall«! zu den Relationen für die mittlaren Fehler jetst 

A^'— = + - . . . 5) 

welche in Verbindung mit den Gleichungen 4} und mit 

aus dem gegebenen e das auf das Elementargesetz bezügliche «' zu berechnen 
gBatattet. 

Am Harrn Kobolds dritter, definitiver, Abhandlung „Untersuchung der 
Eigenbewegungen iIcs Auwers-Riüiney-Katalogs nacli der Ressel'ficlu'n MctliotJe" 
(Nova Acta der kuiHorl. Leop.-Carol. deutschen Äkad. der Naturf. Bd. 64 Nr. 5, 
Halle 1895) S. 26ü \_4ti) findet sidi 

und dann wird 

q = 0.391 

m ^ 0.940 h — 1.03 1 «' = a9?3 

AUn der Vargrönenrngsfactor betrtgfc auch hier nnr 1.036. 

Wae die explidte Daratellnng und die rechnerische Auflösung der 
Gleichung 2) betrifft, so hat Herr Koliold in Heiner zwenten Abhandlung 
bemerkt dass diese Gleichunt^ algebraisch und streng auflösbar ist; Herr 
Harzer hat dann (Astr. Nachr. Bd. läü, Nr. 3173 S. 79) ein sehr elegantes 
Verfahren mitgetbeUt, die drei Funkt» der Himmelskngel, welche der 
Gleiehung 2) genügen» an berechnen; endlieh hat Herr Radau (a. a. 0.) eine 
andere Transformation gegeben. 

"Wir schliessen so; sin/ sin (y' — >i>) ist der Sinus des Lotlies vom Antiapex 
auf den gröasten Kreis der verlängerten £igenbewegung. b'ührt man also das 
Loth his anm Pol jenes Krdses weiter, so wird 

nnx&n\((i'— y) = — cos (180" A, — D; a,d) 

oder 

— wnxmi{i/' — = cotDcoBÄ- oosd oosa-j- cosDsin.^- eoBdana'^unD -nnii 7) 
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8) 
») 



Setzt man daher abkünend 

«sMoosdooea ff^cMdwata «asmd 

80 hat uiau Uic Quadratsumme 

mun Mininmin in machen. Dies ist erfüllt, wenn 

df SX y If ^ tk 

ax dA »r 3/1 



9Z 9^ 



womhb rieh ergibt: 



dX 









dX SX\ 




SA a/> 




dA 3-D 










dl) 






dA dl), 



oder wenn man die linke Seite mit Kücksicht auf lOj und die rechte mit 
Rflcksicht auf 8) explicit hhwchreibt: 

— X : F : Z 



11) 



Führt man also einen Proportionalitätsfactor l ein, so kaim man schreiben 
und wenn man X ao bestimmt, da» es der kabiBciien Oleidimig 



-1 



= 0 



12) 



:s:y* 



genügt, so gibl jedf der drei reellen Wurzeln dieser Gleichung vermittelst 
1 1) ein Werthesystcm X.X.Z oder wegen ein solche» von A und D. 

Diese OleichoDgen «lidtmeii mit dei^enigeu flberein, velche Herr IQbner 
anr nnmariBdMn Redinnng; vorgeschlagen hat 

s 
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6. 

Man kann abor weiter gehen und beweiseii, dftii die 3 Kobold'eohen 
Wnraelii nin je 90* von einander entfernt sind. 

Hieirni eeien K beliebige unter den Wnnwln der Gleiditnig 12^ 

welchen vermöge 1 1) die Systeme 2^, T„ und T%t 2, der Unbekannte 
entsprechen mögen) eodaee 

Multiplicirt man das erste dieser Systetue init X,, 1\, und addirt« das xweite 
mit Xi, Fg, und addirt ebenfalls, so ergibt sich das eine Mal 

nnd daa andere ICal 

Da abor (He bt'iden Ansdriicke rechtfr Hand wQgen der Symmetrie der 

Gleichutigeii 11) aboreinstiimuen, so ist auch 

Nnn «ind im Allgemeinen die Wurxeln und Jl, von einander Terachieden, 
also iat diese Gleichung nnr dann erfUlt, wenn 

2,z,+r,r, + z,2; = o is) 

was an beweisen war. 

Sind aber die beiden Wurzeln gleich, eo ist wegen 12) eine Beziehung 

zwischen den Coefficienten vorhanden, und diese bedingt es, dass dann 11) 
nicht mehr nach X^y Y^t auflösbar ist^ vielmehr nur eine Gleichung swischen 
ihnen liefert: 

Y,Y + ZiZ=^0 

(1. }i. als X.i, Yi, Z, und Xff r,, Zi genfigen alle Punkte einer Ebene senk- 
recht Z|, Yit Z,. 
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6. 



Die Eigeoflcbaft der Orthogonalität der Wurzelpunkte hätte man auch 
ohnedies finden kOtmen. Wir wiMen einen beliebigen Anfangspunkt auf 
der Kugel, von welchem die Pole der SSgenbewegttngttn die IMetanaBn 
haben, und eine beliebige Anfanprichtung durch jenen Punkt, mit welcher 
die 5, die Winkel ^, bilden. Die Goordinaten des Apex in dieeem System 
Stiieti s und Dann soll sein 

^än'/8in'(y>' — ^(oo8«(M»4,^>flin«nn«,eo»(i^--<&^«))* = lünimnm 

oder 

Xcoe*« ooe*^ + 2 Seamaüni 6m Stsins^coB — + £«n*saa'*,cot^{&^ — B-^ 

a Minimum 

Dies ist erfbllt, wenn 

Bin 2 s • C06* 8t + sin* a, cos* {»—&,))-[■ <x}a2 9 ■ £am 2 cos (i^ - ^ J = 0 
sin2*-:S'«in2s,8in(^> — H-28in*«- Xsin«*, «in2(.^— = 0 

Da nun die Lage des Anfangspunktes willkürlich war, su dürfen wir 
2 Bedingungen einfahren, a. B. 

2'«tn2 sin i9< 0 2sin 2 coa&f^ 0 

dann yenehwindet in der ersten Gleichung das zweite, in der sweiten das 
erste Glied, und «e bleibt 

sin2« • [-f cos 2 ^« 2sin*tf oos2 »^4-flin2^>:?rin*«,sin2/^«+2(l~3 oo^s^] 0 
sin*s • [— OOS 2 ^•^ain*s,sin 2 +sin2 &*SmfSiOoa2&t ] ^ 0 

Da auoh die Anfangsrichtnng willkürlich war, so dfirfen wir eine dritte 
Bedhignng einf&hren 

Swif»tm2&t SB 0 
mithin sind die Endgladrai^gen 

8in«coe«>[coe2^-JS'ain'«^co8 2^«4-2'(l — ScoflP«J] 0 
sin'« > Bin2^-JS'8in'«,cos2^f »0 
und diese smd thatBftchlieh fOr die S Punkt« «rfiült 

««.0 ^»beUebig 

$wm9ffi »^0 14) 
wekfae gegenseitig orthogonal gelegen sind. 
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7. 

Alle diese Verhältnigse : die Dreizahl der Wurzeln, die Ibraex'aidie Lösaiig 

und die hier entwickelte Eigenndiaft der OrtliogotKilifrit kann man auch ein- 
sehen, ohne einen Federstrich zu machen, wenn man sich nur an bekanntes 
eriiuiern will. 

Et irt lAmUeh riii';i;Bin^(^' — ip) ab da« ^mqnadiat dar Ent&muiig da« 
Apex vom Kraisa dar Eiganbawagong «»1 — Sinwqiiadnt dar Entferonng 

das Apex vom Pol der Eigenbewegung, und diese letztere GrOesa tritt im 
Tr&gheitamomant auf. Ist also n die Anzahl dar Staroa, «o üt 

.ZriB'xnn*(^' — yt) « s — Trig^aitBrnomant aller Pole dar Eigfinbewagongaa 

beoogan auf eine Am dmwh den Apex 15) 

Verlangt man daher, die linke Säte solle ein Minimum werden, so heiMt diea, 

man aolle die Trägheitsaxen dos Systems der Pole finden. Die Harzar'sche 
Lösung x^t also identisch mit den Hauptaxengleichungen des TraghettBeUipsoids, 

und diu 3 Kichtuugen iimssen orthogonal sein. 

Herr Kobold hat nur eine der 3 Wurzein berechnet Mau sieht jetzt, 
dasB die beiden anderm in dem von ihm geftradenan Gfirtel grfimtar Dichtig« 
keit dar Pole liagan. 

Angenommen nun, das Ootaeder der Wunelpunkte habe mit dem Apaz 
überhaupt nichts zu tbun, so kann man unter den 6 Punkten doch immer 
einen solchen finden, der vom Apex weniger als 54^ 4 }' 8'2 entfernt ist. 

Gibt man femer dem Octaeder der Wurzelpunkte eine ganz beliebige Lage 
und bestimmt die Wahrscheinlichkeiten W, welche den verschiedenen Ent- 
hmwogea des vorgegebenen Apex vom a&cbsten Wunelpunkt sukommen, 
so wird 

för die Zone« »wischen 0» 10» 30* 40» 64»44'8.*2 

W = 0.04C 0.135 0.221 U.300 0.2üö 

oder auch 

iQr die Zonen zwischen OPO 21*1 29f9 S6!>9 42?e 54?7 
W = 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 
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17) 



8. 

Argelanders Methode wnrde im vorigen Kapitel euccessiv versohftrft. 

Um Bxa mit der Besse IVhen Methode Punkt für Punkt vergleichen sn kOnneni 
niuas man die letztere sticcessiv ungenauer machen. 
Betrachtet man z. B. in der Gleichung 

-iS"sin-(i"' — i/*)sin";f = Minitnnm 

den Factor emx als Präctsionsmodul, d. L hält man x der Differentiation 
nach A und 2) constant, so wird 

2am2{i/' — y)Bin/co8g = 0 -2" sin 2 (i^/ — (/•)BiüX^^S = ^ 

und wenn man diese Gleichungen znm Zweck der Auflösang, gwan Wie firfiiber, 

entwickelt, so sind die ünbekanuten /u berechnen aus * 

+C08D„^.l [2^co.s2(v''-i/'o)co8-5', -^8in2((//-t/'j,) tg2)„8in;f,8inyj 
— ^i)-[2-2ico82{'."' '/;)sin7,co8y,— Jf8in2(y'-Vo)c08;Cj ] 

= — ^8in2(V''~i/Ja»»A^t>öj, 

JD- 2^coe2(i/''-»;',)!?iTi*g^, 
=4- ^8in2(./''-t/'(>iü/,,singj, 

Stellt man aber umf^ekohrt die Gleichung für caaD-,.fA, II) auf und 
unterwirft diese dann den Bedingungen des Minimums, mit dem Unterschied 
gegen Argelander, deM Ata die «mdUdw OrBsM durek ihren Sinm enelst, 
10 «Dtspredien den Gleichungen 4) bis 5) de« vorigen Kapiteib die folgenden 

cob();''- V'o)'^V" • 8in/„ = co8(i//- i/'J^in ?o" ■'■ö — *O8(i/''-7'Jc083'^- co^Df^iÄ 
(wn^i/''-f cos(V''- V'c)-^V') 8in/^ = sin (</''- »/Jsin/« 
und 

8in/(,Bin — sin {n''-tp^)mn /, + co8(V''- V'o)co8go- cobX),*/^ — cosCv'-V'J ein q^- JD 
wozu die Normalgleicbungen gehören 
-J^cmD^JA • ^2 co8*(i/''— V'o)co8'9« 

^ JD'S2 coe*(¥'' — ein cotq^ = — ^sin 2 (v' — Vg) wn ff« 
— oofl J>^JA • S2 00^ — ein coe j„ 

+ ^I>.J?2cos?(v'-V'o)8in*jB =+-r8in2(vr'-v»^Mnjif„änj^ 



18) 



4« 

Wenn man endlich Blatt liii;!;^ achom in der entm N&bennig dm yer- 
baaerten Werth «infUiTt, so ist es der Awdrudc 

dessen <,>uadrat8umixie zu einem Mmiinum zu machen ist. 

Dann entsprechen die Formeln 18), 17), 19), 11) beziehungsweise den 
Fällen I), 2), 3), 4) gegen Schiusa des vorigen Kapitels. 
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Kapitel Iii. 
Die Methode der Distanzen. 

1. 

Argelauders und Besaels Methoden haben die Eigenthauüichkeit gemern- 
aaro« dan nur Poaitioiwwiiikel TerweDd«t werden. 'Mm wird sugeben, da« 
man mit demselben Beehte eine Methode anftteUen kdnntei, welcbe nur »uf 
EigenbewegUDgen in Distana beruht IMeae Metiiode soll besprochen werden, 
nicht um sie zur Rechnunpr zu empfehlen, sonrlern um dlt! formalen Mängel 
der sphärischen Methoden gewisHcnnasson in der CaiTicatur zu zeigen. 

Seien zunächst so viel Daten vorhanden, als Unbekannte, nämlich für 
8 Staue die Eigenbewegungen 

Bo kann man die 2 Unbekannten A und D finden, indem man die 2 Gleichungen 

BnflöB^ worauf aicli die dritte Ünbekannte It am irgend einer der Gleidi» 

nngen 1) ergibt. 

Man verlängere den grössten Kreis durch die Punkte 1 und 2 bis zu 
einem Punkte C, der von 1 und 2 um un<l entfernt »ein möge. Macht 
man C zum Anfangspunkt eines Goordinatensjstems r, & und führt in die 
erste Ghleicltung 2) die Wertlie «in 

sin*/, = 1 — (C08*,C08r -f- ein s, sin r cos i*^/; i = 1, 2 

so folgt eine sphäriecbo Curve zweiten Grades, die auf ihren Mittelpunkt 
bezogen ist, wenn C su gu wählt war, daea 

- sin $2 cos ii^ = fff'^ sin Si cos sss ^ 8) 
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Enetet man ancli aoost in der CuTrengleiobung f^'t 9t dmcsh 
fff K> nimmt lie ihx» Mnfadnte Gestalt an, wenn man nocb 

tg"*"»« — *J 

•etat, nimlieh 

Um übrigens die Constanto zu }>prf>c luien, werde der Schnittpunkt dießer 
gphäriacben Ellipse mit dem Vei buidungtibogeii vun 1 und 2 durch 2 be- 
xeichnet) und ea Bei 

IS^tt, Si^a, SC—a 

Dann berechnet mau succtssiv dio linker Hand stehenden Grössen: 

sin 0} : 8in = Ci' : a, -|- o, » 1 2 

. n 2 sin o, «in 0, 

worauf /-ijj aus 4) ergibt. 

Die tileichongen 2) bedeuten also 2 sph^irische ElUpaen wie 5), 
"»eldie sieh m 0 oder 2 oder 4 redien Punkten adineiden. 

Mit anderen Worten: Die Methode gibt aelbat im einfachsten 
Fall, vo BO viel Oleidiungen vwliegen, ala Unbekannte^ keine eindeutige 
Lösung. 

Sind mehr ab 3 Beobachtungen vc^handen, m> arisan wir 

und naraen deiyenigen Punkt den plauaibeleten, welcher die Bedingong erfüllt 

S{if — s Minimum 7) 

• Tom einer Begründung dieser Definition dnreh BeEUgnahme auf den Vw- 
lauf der Boobachtungsfehler kann ebensowenig die lunle sein als früher. Denn 
wcmi für Meridianbecjbachtungen z. B. das Gauss'scbc Fehlergaaeta gelten möge, 
80 wird das Abweichungsgcsotz der (j' erhalten, wenn man 

von Ax^' = Ü bis Jif' = 2 ;i uitegrirt. 



Digitized by Google 



49 



S«tet man also 



80 wird das Gesetz der Abweichungen 




•8 ist mithin «in andere« als das Geset» 



*1 dp' 



Ueberdies würde ein Gesetz, das nur von {ff — (*) abhängt, die sonderbare 
Eigenschaft haben, unsymmetrieoh an yerlanfen, da q' niemals kleiner 
als Null werden kann. 



betrifft, so betrachten wir «unftchst R, Ä, D als Unbekannte. Die Anwendung 
der Gleichungen b) des ersten Kapitels gibt dann 

^(l»'-Ji8in/)8in;if — 0 S{ff'-Rwx]^tmx«^^—^ 2{f/-Bwaix)w»x^oiq^^ 
oder, wenn man das man sp&ier streng berechnm kann, lonftchst diminirt, 
eo sind die Gieichnngen an erftlll«) 



welche jedoch nicht streng nacii A, D auflösbar sind, 

Will man daher die Newton'sche Methode anwenden, so braucht man z. B. 
fiCtr die sweitsn Factoren redita die DHferentialqnotienten 



a 



Was die Auflösung der Bedingung 7) 

JS(q — Smxlt Minimnm 




»wsgsing , cos*x — «D*g 



4" tgZ>co8;<C08j 



— tg2>G08;f nnj 



icoax^U rinjceajf 




7 
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Di« UiMlMtigk«iteiiy welche man bei Argelander gerfigt hAt, und klein in 
dem Maane, als die Anzahl der Sterne gross ist. 

liier dfi{»eg^en ist die entsprechende ünatetigkeit immer eine grosse, 
und wenn sich der angenäherte Apex durch einen Stern selbst bewegt, so 
wird der Sprung unendlioli gross. 

Man kttDii also ans den momentanen DifferentialquoCienteB der Aus- 
drücke 9) nicbtä über ihren ferneren Verlauf folgern, and mithin ist die 
Kewton'sche Methode an brauch bar. 

4. 

Wenn man aber statt JS, D die Unbekannten einfahrt 

2«- JtcosDoos^ TsstBomDmÄ ZsJBsinD 
so gibt die Gldchnng 

— JZco«;! =" Zcos^cosff -)~ 7eoB<^sina Znni 10) 

annftehst 

^X^' = ^^j^^ (-X + cosJ Cosa . ücos;^) 
¥)• - = R,m;(<^ + co,tm,.B<Mx) 

und dann mwandelt sidi die Bedingung 7) in die 3 Gleichungen: 
^iX-\- coerfcosa . Äcoe;f] [l — -= 0 

S[Z+ sin.r.Jlcos;f][l-^4j«0 

wo noch R und x durch ihre Ausdrücke in X, 1 , Z zu ersetzen sind. 

Man sondere uun aus der Gesammtheit der Sterne einen ab und schreibe 
beispielsweise die eiste Gltichung 11) so: 

(X+cos(y,cos«..i{co»;r,) (l- +ir<2:+cos* ooea.Äoos;t)(l ) = 0 

wo sich 2^ flbw alle Sterne ausser dem Stern 1 erstreckt 
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Diw ist daaselbe wi« 

4-sin;f,--2"'(X4-co««too8a-Rco8/)( 1 — -, v - 1 

Diese Oleichung ist aber befriedigt, wenn der Autiapex im Stern 1 seilet 
liegt Denn dann ist oosDcob^^ — co8<)',co8aj, daa vom Antiapex gezählte 
Xi ist —0 und S' ist nadi YoiaasMtzQng endlich. 

Diese Schlusswetse kum man f&r Jede der Gleiehungen 11) und ffir jeden 

Stern wiedeiliolen. 

Mithin leisten die Gc (;oii ])ankte sämmtlicher Sterne den Be- 
dingungen des Apex Genüge. 

5. 

Macht man statt der Quadrate der Distanzunterachiede die Qoadratsurame 
der geometrischen DifSarensen zu einem Minimum, so tritt in dem Ausdruck 
dnf&r: 

— 2 (>' cos J »/'' + 

ilor Po<^itions^viIlkel auf. Wir betreten damit den Boden der r&Qmliobeii 
Methoden, die jetzt zu betrachten sind. 

Mit besonderer Schärfe wurde immer betont, dass jede einzelne 
Methode identisch ist mit einer eigenen Definition des Apex. Deshalb ist es 
nicht verätündlich, wie man sich Erwägungen hingaben konnte, ob die eine 
oder die andere Methode den richtigen Apex gebe: jeder ist in seiner Art 
der richtige. 



Digitized by Google 



58 



Kapitel IV. 

Die Methode von Aiiy. 



1 

Denkt man rieh die Oertor der Sterne dninal am Anfang nnd einmal 
am Ende eines Jahres in Bezug auf «in rechtwinkeliges Coordinatensystom 

gegeben, m werden din CDordinatendiffercnzeu die Bewegungen darstellen. 

Denkt man sich ferner alle diese? Bewegungen parallel vorschoben und 
vom Anfangspunkt auB aufgetragen, so werden die Elndpunkte den iiüuin in 
verschiedener Didite erfüllen; der Auedruok fOr diese Dichtigkeit, gegeben 
durch die Eigenbewegnngen aelbet, soll als Hftufigkeitsfnnction der 
Eigenbewegungen bezeichnet werden, und die Fläche, welche die End- 
punkte gleicher Dichtigkeit verbindet, also die Fl&che gleicher U&nfig- 
keit, soll auch Isodrome genannt werden. 

Ein aolches Coordinatensjsteiu, weldiei wihmnd der Bewegungen unver- 
ftndert bliebe, ist uns aber am Himmel nicht vorgessichnst. Mithin besteht 
wegen des Anfangspunktes eine dreifache Unbestimmtheit. 

Wir betracliten die Distanzen der Stonie als emllieh und iliro jfilirlielien 
Bewegungen als Grossen erster Ordining; aucli möge die ('nhestimnitheit iler 
Axem'ichtungen von der erat^u Ordnung sein. Wiire also die Uuuägkeits- 
fnnction schon coostruirt, so wflrde die Wirkung dieser Unbestimmtheit der 
■weiten Ordnung «igehören. Da man aber die Bewegungen dort entnehmen 
niusB, wo sie stattfinden, so sind die ünbestininitheiten erster Onlnung in den 
Winkeigrössen mit endlichen Strecken multiplicirt. Also besteht auch wegen 
der Axenrichtungeu eine dreifache UnbesUmoitheit 

Die erstsren wie die letateren S Unbestimmtheiten könnte man heaeitigein 
entweder durch willkQrliche Deinition, oder durch mechanische fiesug- 
nahuM, die aber ent heiaoBtollen wftre. 
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Diesen Gegeniats hat man nicht immer auaeinandeigehalten. 

Wenn «Ine Apexbeatimmnng anagef&hrt bt, to hat man das Rraultat 

ganz selbstverständliclierweiee — so sollte man meinen — als die Relativ- 
beweguns: der Sonne gegen eben diejenigen Sterne aufzufassen, auf 
\relch« die Rechnung begründet wurde. Wie diese Relativbeweguog des ge- 
naueren wa Tenteheo eei, htngt von der angewandten Hel^ode ab, alio von 
der gewählten Definition des Apex. 

Aber man hat dam Beniltat sofort eine dynamische Bedeutung beigelegt, 
nämlich ala Bewep'uner prejren don Scliwerpunkt tlcs Fixsternsystems. In einer 
neueren Abhandlung ist sogar der Versuch gemacht worden, diese Bedeutung 
durch Schlüsse und Formeln zu begründen — als ob nicht jedermann wüsste, 
daae arbiträre Conetanten nieroale dnrch Schlflese, aondem nur durch die 
geeigneten Beobachtungedaten bestimmt werden können. 

Eine grosse Rolle spielt dabei dio Wendung: die motus pcculiares 
seien nach allen Richtungen hin gleichartig ver t li ei 1 r , nämlich 
bezogen auf den Schwerpunkt des Ganzen — denn sonst, so ist gesagt worden, 
wdrde aidi der Theil, welcher beobachte ist, vom Oadsen loetrennen mOaeen. 
Ee ist SU erwidern, daas in deiyenigen F&Uen, wo wir die Yerhftltaiase über- 
sehen können, diese Aussage unrichtig ist. 

üeberhaupt aber konniit eine Beweisführung ilurch Stabilitatsgrnnde in 
der Astronomie auf nichts anderes hinaus, als auf eme ZuÜucht zur Teieoiogie. 
Dieses Wort genügt, solche Gründe zurückzuweisen. Wer aber eine Teieoiogie 
einmal sugelaseen hat^ der sollte wenigstens conaequent sein: ob das Fixstern- 
^stem sich dereinst ins Unbegrenzte zerstreuen wird, ob es zu einem Haufen 
zusammenstürzen wird, solche Fragen wriren selbst anf diesem Standpunkt 
nicht zu vernpinen. ^V;lrum sollte eine snli he Zei.sturung einem unbekannten 
Zweck mciit besser entsprechen können, als die sogenannte Stabilität? 



Bis auf Weiterea werde angenommen, die Unbeetimmtlieit der RiohtungMi 
sei nicht Torhandan. Hit Benig aber auf einen beliebigen Anfangspankt, s. B. 
auch den Schwerpunkt des Systems, seien hier und immer die Geschwindigkeiten 

eines noch zu definierenden Ponktes I H Z 

der wahren Sonnenbewegung -^•^o ^'~-^» ^ — 

der Bewegung des Sternes u — X^-J"-^' ^«+'^' — ■^©"i"'^' 

Oder r+Z" Ä+y" if+Z" 
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wfthrend dio durch Rechnung gefundene Sonnenbewegang, deoren Beddatang 
erst ümtxiwteUen ist, stets bezeichnet werde mit 

X Y Z 

Es sind also 

X' r z' 

die relativen Geeohwindigkeiten dee Sterns gegen die Sonnei 

Anixeivommen, man kenne die Bewegung in allen 3 Coordinaton, aber 
nur für einen Stern; dann machen wir die Hypothese, der Stern sei in Ruhe: 

oder seine Relativbewegung sei nur das Gegenbild der Sonnenbewegung. Da 
dies oben eine Hypothese ist, so innss statt des Aiisdruckess für die Soiinen- 
bewegung S — X^, . . . gegen den Cuiirdinateuaafang die unter dieser Hypo- 
these berechnete Sonnenbewegung X, . . . geeohrieben werden. Also wird 

x-^x' = Q y+y' = o z + z' = o i) 

Sind aber mehrere Sterne gegeben, so verailgemeinern wir dieses Ver- 
fahren willkflrlioh so^ wie ee die Methode der Ueinsten Quadrate vorschreibt; 
sie gibt 

^(x+z')^o ^(r+r')-BO jf(2+z')-«o 2) 

also ist die berechnete Sonnenbewegung, fUla man die Methode der kleinsten 

Quadrate angewandt bat, identisch mit der Relativbewegung der Sonne gegen 
den Schwerpunkt derjonigen Sterne, die man verwendet hat, 
vorausgesetzt, dass dio Massen gleich sind. 

4. 

Man kann aber nnoh eine Hjpoflisse über dM Hiufigkeitslmicäoifc der 
Bewegung«! maofaen, sodass 

Ä+r', Z+Z*) = Const 3) 
die Gleichung einer Isodrome wird. Dieser Hypothese entspricht ea, dass man 

r + X^ — J— Xo-f X'= -Y-j-X', . . . 
setst und dasjenige Werthesystem X, Y, Z sucht, welches den Ausdrw^ 

*(X4-x,'. r-4-r,', z-^z;)-'h{X-\-x,\ y-^y^, z+z;) . . . 

zum Maxuiiuui macht oder die Bedmgungen erfüllt 

-^äx*"-*» -^ärs^® -^az*"** *^ 



Dlgitized by Google 



55 



Jede neue Hypothese ^ gibt ein neues Verfahren der Apexberschnimg. 

Aber da dos Vorfahren 2) eine M anschauliche Interpretation zulässt, so 
empfiehlt ea sich, die Ileclinnng nach jenem Vorfahren zu führen, die Rück- 
sicht auf die verschiedenen Hypothesen aber nachträglich durch DiscuBsion 
an eriedigen, also dadurch, dass man 

j{X~\- X) «/' (J + X", H + Y", Z -\- Z )dV" = 0 . . . 

oder vielmehr 

f&r msohiedene 4» answerthet. 



6. 

Diese Betraohtnngen erscheinen hier in der donkbar einfachsten Form. 
Wir transformieren nun die X\ Y', Z' in ein System der t^ ft]\ rt' mit 
deuisellm Aufangspunkt , dessen Axen jedoch so gerichtet sind, wie der 
Badina veotor, dar Parellel nnd die Tangente am DeeUnationskras des Sternss, 
Bier»! diffnrentiiren wir die AuadrOck» l&r die Ooordinatsn 

saareoe^oosa y»rQoe<t8ina «srsia^ 



nftmlicb 



9r rcoaoda rdo 



dr + 



rcoidda -h rdä 



r9d 



ersetzen 



r' 



dx dy da durch X' 

dr rcobSdtt rdH durch ^ 
und entnehmen die Differantialquotienton aus 6). 

Dann gilt fbr dne toldie Transformation das Schema 

4-cosJcosB — sin« — sin^cosa 

Y' 4-00B<^Bm«e +C0Btt — sin'Tsin« 

Z' +sin4t 0 +coe4r 

anf weloJies wir immer aarftckkommen mCkasen. 



Z' 



6) 



7) 
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Es ist «ko s. B. 

I' ™ -^co«<fco»«* J' + ow^wn«« + tam(t ' Z* 
Et ist hirassiifllgeii, dios di«wlben Besiehungen, die hier 
swiMhen +Z' +7' +2' und n}' < 

aolgeatellt sind, mit denselben Coef&eienten ftuob 

swisobeo +r„ -hZ, und ^ rij;, rj;, 

swisehen — 7 — Y — Z nnd i 8) 
zwiaehen + X" + Y" ^ Z" and f" r?" rf 
fortbestslkML 

FiOr a SB 0, b 0 gehen die mit eonender verknüpften Grössen beiiehnnga- 
weise ineinmder Ober. 

6. 

Sini'l nur die Componenten r^;' und r^' gegeben, so genücrt ein einziger 
Stern nicht mehr, die Unbekannten zu bestimmen. Mau kann aber unter der- 
selben Voraonetcang wie IrOher einen Apex beredinen, venn man 3 bdiebige 
unter den Gleichungen aufltet 

aino • X — coe« • Y 
ein Jcae« • 2 -|- ein^rino • Y — coa J 
welche genau den 1) entsprechen. 

Ist aber die Aniahl der Daten grOoter als die der Unbekannten, so kann 
man auch hier einfacb die Methode der kleinsten Quadrate anwenden oder 
die Quadrataummen dieser auf Null gebrachten Ausdrücke zum Minimum 
machen. Dann erhält man f&r X, Y, Z entweder die Gleichungen 

-j- X -Tsin*« — y • Jfsinacosa M -f-iri/wna | 

— X • ^ainacosa -i~ — — JSrij'coea J 
oder die Gleichungen 

+X.SBin'Jco8'0 •fF^.Zsin'^sinaoosa -Z'^Ssin^cos^ooeiso'i-^rrsinti^oosa 
4-Z«i28in'^ainacoaaH-7*^sin'4^sin'a -Z*XsinitcoB^atna-+2i^BindBina 11) 
-X>2sin^eae^coea -r'.Zsin«9oos4^sina +Z*2'coc^t^ »^Sf^wd 
oder 3 GleicfamigMi, welche ans der Summation von 10) und 1 1) hervorgdien. 
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Hau kann »ber anek «ine Bjpotlteae über die Iläufigkeltsfunction der 

Eigenbeweg angen machen. Hierzu hat man i", rtf, rC' in * (X", F", Z") 
«insafübren und den Aiudruok nach |" za integrieren. Setzt man also 

<^o i"! unter d i eser V orausse t /nn !^ daqenige Werthe^fstem das 

walirscbeinlichste, welches das Produkt 

il(9>(ri},'-^ Bin« -1^ — coea -r«, ''iir 4~ B^i^ OOS a •i^-)" ^ ''^ "^^^ '^o — 
sa dnem Maximnm macbt. 

Verwendet man aber die Hypothesen nur aar DtflcnsaKm, 80 bat man 

z. B. für die Rectascensionen die Gleichungen 

+(Z+-X^Xv{r»/'.r^')8in*« -(r+r^J^r^/>C>mac08«-+Xy(r /; ',< ) rjj''.8ino | 
-(Z+-X^X9(V/C')«ii«coBcH<r+rjJy^^^^ -J^ny'X')"g"oo8ßj 
stt behandeln. 

7. 

Es gibt 80 viele itamliebe Methoden, ab sich Hftvfig^eitBfnnctionen ^ 
aofttellen lassen. 

Das einfache Verfahren aber nach der Methode der kleinsten Quadrate 
ist die Airj'sche Methode: 9J eind die Feblergkichungen, 10} und 11) die 
NormalgleichuQgen. 

Es ist nun wichtig, dass der frUbwe Sats jetzt fortbesteht: das Resultat 
einer Apexberaehnung nach der Airy'schen Methode ist identiaoh 
mit der no%vcg:nng der Sonno gegen den Scbverpunkt der ver- 
wendeten Sterne. 

Schreiben wir nämlich 10) in der Form 

4- X • JS" 1 ^stii* — y • :i' 1 ^sin a cos o = 4- »/ .Zsin a 
— i • JSl JS'einacoija -|- F • ^ 1 .^Tcos'a = — JS'rr/.S'cosa 

80 haben wir zum Au^^druck gebraclit, dass jede Summation in 10) eine 
doppelte ist: die eine bezieht sich auf die verschiedenen Sterne und Reweg'ungen 
an derselben Stelle des iiuuinels, die zweite erstreckt sich über die ver» 
sddedenMk Oerter am HimmeL Gibt man aber in dieeen Gleidraqgen nj' 
aaob 7) die aadm« Form 

rV » — sina ■ + cos« • Y' 

8 
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to w«ird«ii na 

— (XSl + •22') • .TaiiiacoBcr + (TSl + ST') • Scoifu — 0 
und dieae Gleidumgeii rind dann «rföllt^ wenn 

wie belwuptet war. 

DaflMlbe gilt für die Gleibhimgen 11). 

8. 

Durch diesen Satz tritt das Resultat der Airv'schcn Methoflo in (»in gana 
bestimmtes Licht. Wi« verhalt es sich nun mit der Forderung, die motus 
peculiares sollen nach allen Richtungen hin gleichartig vertheilt sein? 

Wenn der Scfawwpunkt der ▼erwendeten Sterne in Ruhe ist gegen den 
Sdbwerpankt dea Geeammtqniten», io hat der berechnete Apex eofort die 
dynamische BedOKtung einer Bewegung gegen den Schwerpunkt, gleichgiltig, 
wie die Bewo^in^^en im Einzelnen vertheilt sind. Jene Forderung ist also 
eine überÜüssige Einschränkung. 

Sind aber umgekehrt die Isodromen concentrische Kugeln, so wird ea 
doch nur Zu&lt edn, wenn ihr Centram gegen den Schwerpunkt dea Sjatoms 
in Rohe i«t Denn die Sterne eines kleinen Raumgebietea werden im All- 
gemeinen gemcinsamo systematische Bewef^nnr^en besitzen. 

Nur dann, wenn das khine der Ilechnung augaugiicbe Uaumgebiet ein 
Partialsystem bildet, tritt die dynamische Bedeutung des berechneten Apex 
wieder ein; abw ftr dieae Annahme ist noch kein Orand angegeben worden. 

9. 

Biaher wnrde angenommen, die linearem Bewegungen rt)\ seien die 
einagen GrOaaen, welche entaprechend einer HKufigkeitafunction eine Mannig^ 
faltigkeit von Werthen annehmen, die auasugleichen aind. Da aber BUS den 
Beobachtungen die Gröasen anderer Art 

cos ff ei« = //' (Ii! = X' 

hervorgehen, so ist in jener Ausgleichung nicht die RQcksicht Mif die Beob- 
achturtc-sfehler enthalten. 

Airy selbst hat nur 2 extreme Fälle verfolgt Das eine Mal betrachtet 
er die räumlichen Abweichungen von einer gemeinaam«! Strömung als nicht 
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▼orhanden nnd ftat die ToUen Betrüge der spbftriadieii Abwaiehnngen all 
BeobaditangifdUw »nf ; «n swätos Mal aeM er dw BeobachtangafeUw « 0 
uod behandelt nur die Abweichungen rtf — rtj, rf'— rS". 

Demnaoh «ittprechen der .fint sappositioii'' die Gleichimgen: 



_L, X — — r = ooaJtfa 

I r 



■ gindcosa j , sindsina y ocmi ^ ^ 

und der ,aecond supposition" : 

-|- sinct-X — coscfF = r coB<^ da 

-\-sin6cosa-X -{- sin^siaa-r — CM^-Z ^ rdd 



18) 



U) 



Der zweite Fall iat bereits besprochen worden. Was aber den ersten 
betrifft, so kehrt man damit auf das Gebiet der sphärischen Metboden zurück. 
Aber da die Grüsen cositda und dä, welche in dio Ausgleichung eingehen, 
identiach aiiid mit den durch Meridianheobaditungen gewonnenen, so ist dai 
jetiige Verfahren frei von den Uftageln, welcbe hei den Bphftrisdien Methoden 
nacbgewiewn wordein. 

10. 

IMe allgemeine Aufgabe, beide Arten Von Abweichungen gleichzeitig 
zu beröcksichtigen, ist unhoeti inmt, so lange man nicht festaetst, welchen 
Bedingungen die Ausgleicliuiig Genüge leisten soll. 

Ist z. B. für den Auguublick couJc^a die beobachtete Eigenbewegung und 
Cond da der Beobachtungsfehler, so ist 

/ = rcuti(V(/(.' — rcüsilV/«' — Xsina + l'cosa 

der Unterschied zwischen den Bewegungen de» öternä und der Sonne, wie er 
in der £inheit der Entfernung erscheinen wtlrde. Macht man also die 
Qandratnmime beider Arten von Abweichongen 

zum Minimum, so ist das Resultat von der gewählten Einheit aiibängig, wie 
ea überhaupt von emem willkürlichen Factor abhängig ist, den man der einen 
Summe himnfiOigen kann. Zwar kann, man die Einhait geiriiMn wateren 
Bedingungen nnterverfon, die aber ebenfallB mllkarlich sind. 
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Bei d«r Aufthrang xaa» man dio enttdu als Unbdcaaiite mitbMtimineii 
und erhftit als Bedingungnn d« MinimumB 

und ein System von Gleichungen der Form 

OM^da — |-:p5 (— X-r«na + F-rcosa + r** CM^da) IB) 

Subatituirt man diese Wertbe in diu vorigen 2 Gleichungen, »u wird 



1+1* 1+1* ' l+f" 

^ „dnoogsa , <^os*o —rcosa », 



16) 



Diese Oleidiungea 16) und, wenn man will, nach ihnen die Gleidmngen 15) 
löMn die Anfg^e — aber nur in einem beatiannten Sinn. 

Für später soll jedoch vorauBgeaetstt werden, die Anaahl der Sterne 

sei hinreichend gross, sodass sich in den einzelnen Partien dea 
Himmele, welche gegenutiidg in Beziehung gesetzt worden, die Beob« 
achtungsfehler weggehoben haben. 

11. 

Bisher wurde angenommen, die r seien bekannt. Da sie es nicht sind, 
8o hat man sich, wenigstens bei der Anwendung der Airy'schen Metliode, mit 
Mittelwertben geholfen: 1) man rechnete, z. 6. Airy selbst, mit Eutfornungen 
die »OB den Gröeaen beetimmt waren, 2) anch ans den Eigenbeweguugen 
kann man eine Skala der r ableiten, 3) man hat auch die r ans beiden 
Variablen bestinsrnt. Das Verfahren ist auch modificirt worden: 

eretens: man theilte die Sterne in Gruppen gleicher Helligkeit, 

zweitens: man bildete Gruppen nach Bogengröne der Eigenbe- 

Wtiguugen, 

behandelte in beiden Fällen jede Gruppe für sich und verglich die Resultate. 

Diese Fragen werden uns besonders und wiederholt beschäftigen: sie 
atelian im Mittelpunkt der Stellarastronomie. 
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Man Bcbeint aodi nicht darm gedacht m haben, daee man bei einer 

Apexbereclinung die Entfernungen lämmtiicher Sterne ale Unbe« 

kannte initbestiinmen kann. 

Vorausgesetzt ist, dass man sowohl Hectnscpnsion«!- wie Declioatioos« 
gleichungen zur Verfügung bat. Schreibt nmii sio abgekiir/.t 

so ist der Ausdruck 

3(/,X + m. ) J^ n.Z—D.r.y ~\ JTfr X-^ m,' w.'Z-l/r,)» 

zu einem Minimum zu machen. Wegen der iiomogeneität der gegebenen 
Gleichungen ist jedoch eine der Entfernungen, die wir nennen, als bekannt 
ansiweheo. Man findet ata Bedingungen dee Mininraocie 

and ein Syitem von Oleichnni^ der Form 



r, WTW 



17) 



Snhetituirfc man den WerÜi und 
8 Tor^n Gleichungen, seist 

ih d: 



17) die Warthe rg . . . in die 



{IM = 



I). JK I 



und bezieht (ias Zeic)ien -1" auf alle Sterne ausser einem, so wird 




+ 7- 



vz 



18) 



Die LöBung ist in den Gleiobnngen 18) ond 17) enthalten. Sie lieaee 
sieh noch weiter anafhhren, bleibt aber wegen der grossen Aniahl der Un- 
bekannten immer nnsicher. 

Da andererseits in der Grosso oder der Eigenbewegunp thatsächlich eine 
Angabe, welche mit der Entfernung zusammenhängt^ enthalteu ist, so haben 
die Vennche, lolche Angaben an yerwerthen, ihre Bwaohtigung. 
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0i« «pectroseopiscben EigenbewegangAn kann man ebenfalla 
nach dar AixTtehen Methode belumdeliL Nach Art 6 wird 

— coaifooBccZ — oos^nna- 7 — riiaä-Z^S' 19) 

welche den Formeln 9) entspricht. Hier verbinden sich die BeolMohtimgafohler, 
welche lineare GröH.sen siiul, mit den Schwankungen der Bewegung. 

Kine Hotiitioii dos Himmels liefert für die Ortsveränderungen der Sterne 
Ausdrücke, die in enger Beziehung zu jenen für die Translation stehen. Hat 
•in Puakt die Goordinaten 9, $, w werden sie durch eine Drdrang von 
den Componoiten % Z verBadert um die Betrig» 

Da aber swieohen den Venehiebnngen dx^ d^t d» und dr, rcn^itit die- 
selben Beziehungen bwtehen, welche im Schema 7) fttr die Teraehiebnngen 
X\ y't Z! und n/, aoageqtroohen sind, nftmlich 

roOB^iici aas — sin ct • öfx cos« • dy 

rd^sam — ein^coea« dlj; —'ÜRdwka'dj/ -\-eoBif-ds 

to gibt die Suhotitntion der vorigen Warthe die Formebi 

— ein^coea«! — ein^rina>f) -t-ooB<t'3 = ooe^<(a 
-}- nnct^X — coe«t-f) ^ = dä 

welche man mit den Form^ 9) Tergleicben möge. 

So kann man z. B. die Attsdrfldce för die Prficeseion wesentlich einfacher 
ableiten, als es in den astconomiechm Lehrbfidieni geschieht 
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Kapitel Y. 

Die analytiselieii Methoden. 



Die erste analytische Etttwickelung ist von Gyld4li »usgefülirt worden 
in der Schrift ,Antydningar om lagbundenhet i Stjemornas rörolscr'' (Stock- 
holm 1872), die ich leider nur aus dem Referat von Herman Schultz in der 
Yierteljahrsschr. der Astr. Gea. (Bd. 9, S. 173) kenne. Ans 4 Reihen von Eigen- 
bewegungen venddedenen Unprongs «gibt sioli d» Mittel (f&r 100 Jalm) 

Ju SS CoiUlt. 

+ 5/^81 oosa 

— 1. 21 C(w2a 

— 0. 07 oobS« 

— 0. 04 C064a 
H- 0. 16 cae6a 
-I- 0. 29 omOa 

Hior sind es die Glieder der sweiteo Zeile, wdohe in der Form mit 

einer Apexbewegung tbaiaftchlicb übereinstimmen. Trrit/.dem bedarf der Be- 
griff des Ajiex hier einer besonderon Definition. Da iiiuiilich Gylden nicht 
abgeneigt ist, dorn Copfficienten von cos 2 « eine reelle Bedeutung beizulegen, 
80 ist gar kein Grund vorbanden, warum niclit auch die Glieder der vorigen 
Zeile irgend welehe dnrcb eineD vorlftnfig unbekannten Vorgang entstandene 
Glieder ihnlichen Ranges wie das eben genannte in sich aufgenommen baben 
sollten. Wenn also (iylden den Apex nur aus den Gliedern der zweiten Zeile 
bestimmt, so ist mit dieser Festsetzung eine neue Definition des Apex aus- 
gesprochen. 



+ 0."40 sin« 

— 0. 40 nnS« 
+ 0. 06 sinS« 

— 1. 46 stn4a 
-1- 0. 50 sinO« 



Digitized by Google 



64 



8. 

SflitdMn hat man inehrDinla difi Forderang ausgesprochen, die Eigen- 
beweofungen ntich K u gelf unctionen zu entwickeln, und Herr Hecker hat 
das Verdienet, eine solche Entwicklung zuerst ausgeführt zu haben (,Ueber 
die D»ntollang der Eigenbewegungen der Fixvterne und die Bewegung des 
SonnenijBteins't MftiiolMn 1891). Ansser in den 2 gmannton Sebriften rind 
analytiBche Methodm zur Apexbestimnaung nicht \er\vendet worden. 

Zu seinen Rcchnunc^en hat sicli Herr Ilcckor der Seelitcer'schen Tafoln 
bedient, die den Zweck haben, jene Vortheile auch für die Kugelfunctionen 
nutzbar /.u machen, welche sich bei Entwickelungea nach trigonumetnscben 
Beihea dann bieten, wenn die Fnnctionswetthe fftt aq.aidi»tante Intervalle 
gegeben luuL Dies wird nach Henn G. Neumanna Tondilage dadurch er« 
reicht, dass die Daten zwar auf äquidistante Meridiane, dagegen auf solche 
Parallelkreise vertheilt werden, deren Declinationen , ähnlich wie bei dem 
Gauss'fichen Verfahren zur numerischen Integration, durch die Wurzln einer 
glei<^ Null geaetaten Kngelfanction einer Variablen angegeben werden. 

Da aber die von Herrn Hedcer aus dem Bradley-Auwen^ecb«) Eatal<^ 
benutzten Eigenbewegungen sich nur auf eine Zone beschränken (von — 30* 
bis 1 fif)"), fio Bind die Vorbedinc^ungen für die Secliger'schen Tafeln niclit 
gegeben. Deshalb ist jene Zone nach einem const^nten Verhältniss iu der 
Nord-Süd- Richtung bis zur vollständigen Ueberdeckung der Kugel ausgedehnt 
vrorden. Mithin sind die Argumente der HeckeAdien Eatwidcelungen nicht 
mehr die Dediaationen der Sterne. Hieraus folgt 

a) dass die Heckerschen Entwickelunpen keine Kngelfunctionen der Stern- 
coordinnten sind. Da sie aber Kugelfunctionen von tingirteu Coordinaten 
bedeuten, so wäre dies kern sachlicher Euiwaud. Jedoch 

b) sind jene Entwidcelungen mit etwaigen sttkttnftigen nicht vergleichbar, 
wenn das strenge oder dasselbe Verfahren, jedoch auf eine anders begrenzte 
Zone, angewandt wird. Durch nachträgliche Umsetzung in Kugelfunctionen 
(nach der Methode der kleinsten Quadrate, wobei man die schon vorliegenden 
Auedrücke benutzen könnte, um die Summen C 3 sofort durch Integration zu 
bilden) wlie diese Schwierigkeit mcht in beseitigen; denn 

c) die Gate der Barstellnng nimmt von der Mitte der Zone natik. den 
Grenzen hin ab. So «erden beiKpielsweise die Eigenbewegnngm aller Same 
von - 30* Declinatinn j»anz nnabliÄngig von der Rectaacension und sie aind 
durch eme blosse Constantc dargestellt, obwohl die Gurvenlängo dieses Streifens 
noth 0.87 eines ft^uatorealen beträgt. 

Diese MSogel besiehen sich nur anf das Rechnungsverfthren, ohne die 
Methode selbst zu berühren, die nunmehr au betrachten ist 
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Die AtudrO^ fOr die KugelfunetieMn tollen immer in der folgenden 
Beaeidmnng verwendefe frerden: 



SB AlXt-{- co8<y coflo 4- Jl| ^'ji^ cos* <y cos 2 a 

+ ^ + ^ ^ 



8) 



und entsprechend 



cosn--, . .cosaOOM 
usmo 



* ^ * 2-3 (/sin^ diaad 1-2-3-4 asimi * dsiad* 

2 rfAV . , dX. . . 2 f/>AV „. . „ , d*X. „ . „ 



3) 



wobei 



1.8 5 r . , V 

l-2-:i-4 L 2 



2-3 

2.5 
8 



aind 



8 . , * , 1 3-21 
'7 2 ■ 4 - . > • < 

2:4:7.» 
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Sie zeigen, da« in den Kugelfanotiomn die Aaadrflcke für eine Apieal- 
bewegoog 

«OB Jcfo w — • rin« OMtt 

r r 

\ Y Z ^ 

dd sssi — • sin J Cosa -4 — • sin J eine cos J 

r ' r r 

nicht aU Bpeoiell« FftUe entbatten und. 

Also Iflnt «ch jene D^nition des Apex, weldie bei Gyldeni trigono* 
meträcher Entwickelnng m Qebote etand, nicht auf die Kngelfunotionen 
abertragen. 



4. 



Ee werde aber angenommen, der Verlauf der Eigenbewegangen «ei durch 
die Gleichungen 5) auf der gansen Kugel vclletändig beaduieben. Dann fragt 
sidi, wie sich diee in der Kngelfnnction«i-£äitwickelung ftmaem wird. 

Versteht man also in 



+ 1 !.T 



-1 0 

unter f die Auadrfldce 

sina, Cosa, sindcosa, sinfTsina, cosJ, 
jedoch uiit einem ätricb versehen, integrirt mittels 



+1 



Jam <J L 1— srnM (isint) =- 



2ft+2 2-4-6 



2» 



oder ahnlicber Formeln und sieht dre Raanltate gehörig maammoa, lo folgt 
whlieaelidi 



sin« — ^. Ä • cosJ sin« 
4 



cttta =s I • cos J Cosa 



ein^coea « : - coe<f coea einJeina a ;r B'oosd'aina ^ 6) 

4 4 



coad ^ '1 C 

4 



wobei 
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^dX^ ,j__dX^ >}^j!J^ 87& iX, 

^ "° 2 dmnd aa dwa^ ~^ 128 dsind $198 ämn9 

8 dsinä ' 64 dami 1024 dmid "r * * ' 



7) 



In diBMm Mua alto tiad die unfurilttg^idien «nlulMn AnBdrfldn an«- 
einandergerisien vordeD. 



6. 

Nidit weaiger widitig ist die Art» wie es geidiielit. 
Ist tmsere VomuMtzimg «rf&llty m> liegt fttr die ReetiueeiieioiMin eine 
Darstellung ?or: 

- emilda ^ — ^coe Jein« ^ooe^ooe« 

3t r r 

and Ä hat die Form 

<ei -H aj 4- aj 4- , . . ) 
4- K +«'+... ) sin*«^ 
+ (ci -f . . . )Bm** 

+ 

wo alle a Constanten stiul und wo der i>l)ere Index sagt, aus welcher Ordnung 
der Kugelfunctioneu die ürössö herrührt. 

Da man die ganze Entwickelung, wenn sie in concreto vorliegt, wegen 
der Abweichungen Tom Idenlfall nicht summieren kann, ao muaa man den 
Apex auH einzelnen Gliedern beredinen. Wir definieren also: er soll aus 
denjenigen (iliedfrn hfrechnet werden, welche, was selbstverstäiullich ist, 
co8<Vcosß und (osiVyinr/ zu Factoren haben, welche aber forner vun öinJ 
unabhängig bind und welche endlich von der ersten Ordnung litirriiliren. 

Dann entsteht kein Widerspruch, denn dieee Gröesen sind proportional 
an X und — J. Man hfttte andi ein von einJ^ abhftngigee Glied vnd auch 
eine andere Ordnung wAblen dfirfen. 

Anders verhalten eich die Deolinationen. Hier liegt die Dar- 
stellung vor 

- drf = ^ Bcot^cotu H — Booe^sina C 

n r ' r r 
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und B wa& 0 haben die Form 

+ (*$ + *•+•• . )«m'<^ 

+ 

+ (4 + 4 + «4 + - . ■ >™^«^ 

+ 

Dann ist jene Proijoi-tiooalitftt nicht vorbanden. Will man also <mtoprechende 
Definitionen auftitellen, io muss man auf die apedeilen Wertbe 









m 

128 




6825 

8192 * * ' 








315 
^" 128 




20475 
409« ■ 




^ A 




27 




325 

163X4 ' • * 


4« 


15 

1« 




135 
"•■25« 




6825 

K884 * * ■ 



Rfidaidit nehmen, ««m man nicht in Widerspr&che gerathen wilL 

Desgleichen kann man ein aus den Rectaacensionon gevonneuaa Beraltat 

nicht mit einem solchfn aua den Declinationpn verr.'lpichen, w&on man nicht 
auf Grund dieser und der folgenden Quuierischen Werthe 

. 3 . 21 . Ißä 

«»i 1-2 eJ- = iö2i • * ' 

,106 j 1155 
«2 = + ^ «* — — 512 • ' ' 

bcHtimmte Festsetzungen getroffen liat. 

Ailea dies wäre ohne Belang, wenn »ich die Bewegungen genaa den 
Qleichnngen 5) entsprechend veiiiielten. Dann vflrden eben in der Eogel- 
fnnctionenentwickelnng eine Reihe von Bedingungqgteidmngen arf&Ut sein 

müssen, wie es diese numerischen Werthe ausdrücken. 

Wenn aber ausser 5) noch nnderp systpmatisclie Bowegunj»on vorhanden 
sind — und in dieser Erwartung wendet man gerade die Kugelfunctionen 
an — M> «erden die nnmerischen Werthe gelindert nnd die Bedingungs- 
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gleichungen gestört. Dann kann iima z. B. für die Declinationeu soviel ver- 
Bolkiedene Definitionen des Apex aafstelleiii als man Combinotionen 
der ft, e bilden kann. 

Es ist nicht gleichgültig, dass keine dieser Definitionen besonders aus- 
gezeichnet iBt: denn unter den gröesten b, e befindet sich kein Werth von 
dominierendem Betrage. 

6. 

Herr Heeker hat noch eine aweite Entwickelnngsform angewandt^ 
welche den Vortiieil hat, bequem diseatirbar an sein: die Sterne weiden nach 
Declinationen in Zonen geüieilt und jede Zone nach Fourier'sehen Reihen 

entwickelt. 

Die Eigenbewegungen in Parallel, in dieser Weise behandelt, entludten 
ftUerdinge die erste Oleidraog 5) als speciellen Fall in sich; ^e Terediiedenen 
Zonen werden aber veraddediHie A geben. Diese Schwankung, mit deren 

Ursache wir uns noch beschäftigen werden, ist gerade LIcr nicht unbedeutend. 

Um dies zu zeigen, sind die Ausdrücke S. 25 dt-r Hecker'schen Schrift 
zuvor von dor Präcession zu befreien. Diese Keductioueu wurüen für jede 
der 2 Abtheilungen gesondert berechnet, nämlich mit der ihr eigenthümlicben, 
TOD Herrn Hecker gefundenen Verbeasemng der Stmve'schen Prfloessions- 
constante. Ish. muss sie anfahren, weil sie mit Herrn Heekers eigenen 
Correetionen nicht fibernnstimmen: 

Errt« Abtheilung Zwiite Abtheilunp 

— 1.0 ■ oosy — 3.t> • siny — 0.7 • cosy — 2.y • siaff 

— 0.4 —1.6 — O.S —1.0 
4- 0.3 + 1.0 H- 0.2 + o.t; 
-f 0.9 4- 3.4 H- 0.6 + 2.2 
-i- 1.5 4- 5-6 4- 1-0 4- 3.6 
+ 2.0 -f7.6 +1.3 +4.9 
+ 2.5 + 9.Q + 1.6 + 5.9 

Bringt man diese Reductionen an Herrn Fleckere Zahlen an, so liefern 
sie folgende Werthe für die Rectascension des Apex: 

helle Sterne Schwache Sterne 

a = — 20°3 A = 268?2 A = 263.3 

— 7.7 271.0 264.7 

+ 4.9 272.7 268.1 

+ 17.5 276.8 269.6 

+ 30.1 277.4 271.3 

+ 42.7 27S.!1 273.3 

+ 55.3 281.9 276.4 
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7. 



Auf die Eigenbewogiingen in Declination üt die entspreehende De- 
finition niclit ohne Woiteree anwendbar. Dies ist wohl einer der Gründe, 
weshalb Herr Hecker eine wesentlich neue Definition eingeführt hat: er be- 
zeichnet daojeuigen Punkt als Apex, wo die £igenbewegQngen ihr Vorzeichen 
wechseln. 

Nun gibt die eiete GlMchung 5), die linke Seite gleich Nnil gesetzt, 
einen Meridian; vae aber die swdte Gleichung betrifft, ao liegen alle Punkte, 

in welchen die apicale Declinationabewogung verschwindet, auf einer 
Curve, welche durch di ii Apex und den Pol gebt und welche die Eigenschaft 
bat, dass der Winkel am Curvenpuukt im Dreieck: Pol, Curveopunkt, Apex, 
stets ein rechter ist. 

Da ndk deihalb beide Carren leditwinkelig aebneiden, ao ist die Definition 
xeohneriBch aefaarf. 

Man kann aber einwenden, daae lie etett auf einer Funetioneform auf 
einem einzelnen Functions werth beruht 

Fast übeiflüärsiLc ki es. zu sagen, das» auch dos Meoker'ache Reeultat mit- 
den übrigen nicht vergleichbar i«t 



Wenn auch die EigenbewegUDgen in Parallel und DecUnation, soweit sie 

durch die Apicalbewegung hervorgerufen werden, sich nicht in einfacher Weise 
durch Kugelfunctionen ausdrücken, so lässt sich dies doch sofort erreichen, 
weuu man die Bewegungen in Parallel und Declination zuvor mit cos «7 
mnltiplicirt und dann entwickelt. 

Dann scheiden sieh allwdings die einselnen Glieder der Apexbewegung 
als Glieder der Eugelfunctionenentwickelung ab; aber dieser Zusammenbang 
ist ein iiusserlicher, da die Parallelboweguiig zwar die Kugelfunctionen erster 
Ordnung, aber ohne drittes Glied liefert, während die Declinationsbewegung 
sich aus 2 verschiedenen Kugelfunctionen, und zwar nur aus einzelnen Gliedern, 
susam msnsetzt 

Da nach S. 62 Drehbewegungen eine Ähnliche Form haben wie 5), so 
gelten die Bemerkangen über die Entwickelnng anoh für die Fehler der 
Aeqninoetien, der Pr&cessionaconstante a. s. w. 
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9. 

Soldie Faotoren kann man beliebig viele engeben nnd ee hendelt dcb 
nur denmo, möglichit einfeobe FftUe anssttwfthlen. Ein anderes Beispiel ist 

folgendes : 

Aebnlich wie sich die Aixy'achen Gleichungen ö) ans den differentiirten 

Gleichungen 

x s= rco8(^co«a y = rco8t) 8ina § sss rmo^ 

nftmlich 

— Z SS • 4ioe Joosa — rooa Jsin« • dti — rno Joes« > dä 

— F — dr • ooe^sina -|- roos^coscc »da -~ rsin^sina • dd 

— Z'Bdtr-änd +rcoe^ 'äd 

durch EUminatioa von dr ableiten, so kann man aas eben diesen 3 Oleiehungen 
aneh die 3 FlftdhengrOssen 

mT — yZ, xZ — «Z, jrZ — »7 

bilden. Es folgt 

— roos«lda<8in^ooatt-)-'^*Mna -^-flin^'J — onttnna'Z 

— rcoed'da-sinJsina — rd^< cosa» — sin<^>X ^^vnttcoBa'Z 6) 

+rcosd'dc(<coeJ » -{-eoa^mka-X — coe^cosa-y 

Entwickelt man also statt der Eigenbewegungen cmäda and äff diese 

links stehenden Functionen derselben nach Kugelfunctionen, 80 scheiden 
sich, wie die rechten Seiten aeigen, die Apezglieder als Functionen enter 

Ordnung ab. 

Aehnliches gilt auch für die Drehbewegungen. Verstehen wir unter 3£, % 3 
die Drehungsoomponenten des ffimmelB, so gehören wegen 20) S. 62 m den» 
selben links stebendai Functionen der Eigenbewegnngen, wie in 8X die nach- 
folgenden rechton Seiten: 

sss-|-(l — cosP^coaPa) — cos^oosa>cos^sina'9 — ooe^ooBa>8in^>3 

— coe^coea-oos(^aina-X-f~0~<^^'^^*(') — coe4^sina*sin<^-3 9) 
=— — coeJoosa* sin^ — eoeJsina« sinJ — sin'd) -f) 

wdohe ans Eagetfunetionen zweiter (nnd nnllter) Ordnung bestehen. 

Diese Art der Entwickelung Ifi^nt demnach die aus den ooostanien Fehlern 

der Aequinoction herrühremlen (iliedor iresond^rt auftreten, wie auch die 
Prücession u. s. w.; sie ieiütet aber niclit das gleiche für den constanten Fehler 
in Declination, wie die linken Seiten 8) zeigen. 
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10) 



10. 

Bei einer solohen ^twickelnng bietet nch nun sofort eine eindeutige 
Definition dei Apex: man wird ihn bestimmen tm den Kogelfunetioiien enter 
Ordnnng in den Entwicfcelangen Ton 

— COR Jd« • sin^ooaa -|- • «in« 

— ooi^ff« • «in^iinct —dtf'vmei 

Die Glieder der anderen Ordmmgen wird man dann theik ab ijBtematieohe 
BewegangBBigenthamliebkeiten, tbeüe ab aytenia ti ed» fieobacbtungi» nnd 

Beductionsfebler erklären müssen. 

Sind nun, was von vornherein nicht unmöglich ist, diese Abweichnngen 
durch eine geringe Anzahl von Gliedern der Kugelfunctionenentwickelung von 
ooei^ikc nnd interpobtoriadi amdrftckbar, eo werden dieee Glieder bei der 
gegenwärtigen £ntwi<^dnng ebenso in unendlieho Reihen aueeinandergeriseen, 
wie es die Apexglieder werden, wenn man umgekehrt die Eigenbewegungen 
selbst darstellt. 

Um die ersten Glieder dieser Reihen kennen zu lernen, handelt % sich 
also um die Entwickelung der einzelnen Glieder von 

/•r, + /-r, + . . . + fY^ 

in eine Reihe 

+ ^ -H • • • + + • • ■ 

wenn unter f die Aiudrücke 

cosi^, coea, einet, stn^coea, einJeina 
yeretanden sind. 

11. 

Subetitairt man also 



r. - 4i i;. + VI 5 "1^^: coe* J *!" i « 

P, » X, X, + >] , ^— pr — - — -- ., , 7- coa' . ja • -5-^ 000*^ . ya 



in 

21. + 1 



= i; jpy.J'.dfidu f. « sin J 



nnd ▼«rtansdit dann geeiriehelte und nngestriohelte a nnd so folgt: 
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a) Für f =s coBff wird, da bei der Inte^ation nach a nur die Glieder i^j 
übrig bleiben, 



+1 



11) 



12) 



b) f^cMu gibt Minftdist 

WO auch die Qliedar mit angegebeii Bind, die ihrer Bedeutung nach tob Mlbst 

verschwindeD. Nach Multiplication mit P, bleiben bei dmr Integration nadi a 
auch hier nur die Glieder i^j übrig, aodaas 

4- ■ Vj ; , — ,-. -. "3-j- co8*{) . ta mal 

c) /sasflin« liefert in entaprechender Behandlong 

+ .u/w ^ V-^"«^»^'^'-'»« «»»l 13) 

d) /"= sinJ'cosrt und 

e) f— sin«]' sin a ergeben sich, wenn man in b) und c) unter den Integral- 
zeichen den Factor u hinzufügt. 

Man würde also die Entwicl^elungBCoefficienten brauchen 

10 
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die ich jedoch nicht mittheüe, d» sie hier nicht cor Anwendung kommen 

werden. 

12. 

Für die aystematiechen Beobachtungs- und Reductiousfahler wurde die 
Entwickelungaform nach Kugelfunctionen angenommen, weil üe theoretisch 
eiowuidfrei ist. Doch soll an einigen Beispielen gezeigt werden, daaa eolcbe 
systematische Fehler nicht die Form einzelner Kugelfunctionen 2U baben. 
brauchen, femer d.uss verschiedene Feh]t'r(niolleii Hic-h vcrscliieden ausdrücken. 

Bezeichnet man, wie iu der Abhandlung von Serret (Parker Auualen Bd. 5), 
den Verbesserungsfactor der Priiceesionsconstante mit 1 den der Nutations* 
constanfta mit w> wt wegen der KidiiberAdiiGhtignng dieser Terbssse- 

nmgeii die Idge des momentanen Aeqaators gegen den mittleren in Lftnge 
und Sdiiefe mit den Fehlem behaftet (ebenda S. 384): 

+ 17."251 «(rsin^^ + 3."997*i}sin20 — 3."741 •9nn 20 
— 9. 223 »0008^ — 1, 736*i7COs20 4- 1. 190 '000120 

und mitbin enthält die Reduction vom momentanen Aeqnator auf den mitt- 
leren in Parallel and Dedination die Fehler 

oos<frfa = -|-(— 9/'S2S<ocos^ — l."7S6-7C083o -|-].''19O*ooos20)-sinitoosa 
+ ( — 6. 667>OBin^ ^1. 591*i7Sin20 +1. O91>ffttn30)'SinJsina 
— (4-15. 825'oain(^^ -|-S. 667'i7iin20 — 2. 614>ffrin20)*eoe^ 
rfJ — — (— 9. 323*oco9^ —1. 7S6>i}OOs20 +1, 19O'0Coe20)>Bina 
-)-(— 6. 867-osin^ —1. 691-i7sin20 +!• O91-<r8in20)-oosrf 

Wenn man hier die Sonnenglieder wegen ihrer Kleinheit weglftsst und 

überdies annimmt, daas während der Herstellung des Katalogs als constant 
angesehen werden darf, so haben diese Katalogfehlor nach S. G2 die Form 
einer Rotation der Himuielskugel und mitbin gelten die Bemerkungen 
Art 10. 
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13. 

Bei der Aberration dagegen kotuuieu andere ala äonneoglieder nicht 
vor. Sei die richtige Aberntiofnoonstante 

20.''446 • (1 -f ?J 

80 entfipringen «te der Weglennng der Verbeaeenuig in den reduoirten a 
und ^ die Fehler 

GOtJtda — » — 30/'415<&ino-8in« — 18."755-CeoBO*coia 

dä^ — 20. 445-C«no-«mJooea+16. 765'S«w3-«i&^sinit--e.l39-Sooi0*coe^ 

welche, venu o eonetaat yilan, die Form einer Apezbewegong haben wardm 
Ran werde folgender TereinfBchte Fall angenommen. Ein «rater Stern 

sei durch Sonnenboobuchtungen an das Aequinoctium angeschlossen, wodurch 
ßich der Reductionsfehier in nr, mit dem F«»h!er des Aequinoctiume verbindet. 
Des weiteren aber mögen immer 2 in RechiBcenHion benachbarte Sterne nüt- 
einaoder verbunden werden, welche an dem gleichen Abend beobachtet und. 
Unterdrttckt man dann in der Ohnfibang ittr die Beetaaoenrion 

eimifda s — 20.''445 • • cob (O —er) 1.'*990 <• ( • eoaQ eoea 

das letite Glied« eo entstehen bei der Verbindung der Sterne au Paaren, wenn 
die Declination nahe die gleidie ist, folgende mit oost^ multiplicirte 

Fehler in c^— er, = — 20."445>C-[cca(Oi4« — «•) — oos(Oi — «i )] 
, , »t^etf — 20. 445«C-[<^(0»f« — — cos(Q, —a^ )] 



. «„-'^ 1 = — 20. 445-5- [coe(0,.,4,-a,)— cos(0._, -«._,)] 

Winl nun das Jalir über stets sur gleichen TagCBieit beobachtet^ so ist 

für eine bestimmte Sternwarte 

a. — e. = y 
constant, ausserdem setzen wir zur Vereinfachung 

dann folgt durch Addition, wenn der erste Stern nahe am Aequinoctium liegt 
und wenn man nur die erste Potenz von u> mitnimmt, 

Ja» == ^ 20."445 • ^sin;' • er. — 20."446 • ^sin;' • Sw 

oder kurs 

also «ne wesentlich andere Functionsform, als sie bisher TOikamen. 
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Fttr die Dedinationen schreiben wir entspreeliend 

äd' = — 2o/'44ö-imiiJ-sin(« — 0)— 8.''l39-yco«c)'-co80 — 1. eyOs-cosO'BmJsina 
und lassen auch hier das kleine Glied weg. 

Erfolgt dann dit Bestimmung des Nullpuiiktefl des Eretsee iiii»hhftngig 

von a, 80 erhält man den Fehler 

dd^— 8."l 89 ■ ^CMY-coiäcMu — 8."139 • {^nnT^* ooe^aina — 20."445 • ^vaxf'Wiä 

welcher allevdliiig» die Form einer rnttoa Sogtlfanetioii lut, mithin eber vom 
enteprecheodeii Fehler des Torigen Artikels in der Form abweidit. 

14. 

Hiermit ist die Behauptung schon erwiesen. Doch könnte man die Bei- 
spiele leicht vermehren. Im (janzen hat man gesehen: 

1) die wseentliGhste, fast kann man sagen : die einaigie, der systematiechen 
Bewegungen* die Apexbewegnng, l&wt eich nicht direct und einfach durch 
Kngelfunctionen ausdrücken; 

1) entwickelt man dat^nfron gewisse Functiomn der Eigenbewegongen 
nach Kugelf unctioiien, eo drückt sich die Apexbewegung einfach aus; 

3) ea gibt sjetematieche Reductioos- umi Katalogfehler, welche dieselben 
2 £igensdiaftBn haben; 

4) es gibt andere Fehler dieser Art^ welciie umgekehrt als einfache Kugel- 
functioncn eriichrincn, wenn man direct WA<^d(: und (i<^ rntwickt'lt, und welche 
in Folge dessen iiu^einandergerissen weiden wurdeu, wenn man die erwähnten 
Functionen der Eigenbewegungen entwickein würde; 

5) es gibt weitere Fehler dieser Art| die sich nidit der einen und nicht 
der anderen dieser DarsteUungen fügen. 

Deshalb wird man erwarten, dass sich auch neue systematische Bewegungs- 
oigenthümlichkeiten im Allijpmfinpn nicht auf vorgegebene Art analytisch und 
einfach ausdrücken las^äu. Man wird also den möglichen Arten systematischer 
Bewegungen specieU nachgehen nnd sm spedell aum Ansdrodc bringen mClNen. 

Gibt man aber die analytische Entwick^nag nach Kugelfunctümen des- 
halb auf, weil sie praktisch der Durchsichtigkeit entbehr^ und tritt mngdcehrt 
da." Brdürfniss auf. verschiedenen Arten der Bewegung eine gemeinsame Ans- 
druckaform zu geben, so kann diese nur eine mterpolatorische sein. 
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